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7.1节 整数线性规划的的分类7.1节 整数线性规划的的分类
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本章将讨论可以被构建成线性规划的一类模型。

整数线性规划模型的概念：

至少有一个变量是整数（integer）线性规划问题的模型。
如果所有变量均为整数，就称其为全整数线性规划模型。

整数线性规划：概念整数线性规划：概念
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整数线性规划建模的特点：

整数变量（特别是0-1变量）可以使建模变得十分灵活，具有广泛的实践应用。
但是整数线性规划问题，通常比较难以求解。

对比：

一个含有上千个连续变量的线性规划问题，可以使用任何一款线性规划求

解软件轻松进行求解。

但是一个含有少于100个全整数变量的线性规划问题缺极难解决。

整数线性规划：特点整数线性规划：特点
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全整数线性规划（all integer linear program）：所有决策变量均为整数的线性
规划模型。

Max 2x1 + 3x2

 s.t. 
3x1 + 3x2 ≤ 12
2/3x1 + 1x2 ≤ 4

1x1 + 2x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0,且为整数

注意：

如果去掉此模型中的“整数”一词，将得到我们所熟悉的双变量线性规划。
去掉整数要求后得到的线性规划称做整数线性规划的LP松弛。

整数线性规划的分类：全整数线性规划整数线性规划的分类：全整数线性规划
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混合整数线性规划（mixed integer linear program）：只有一些决策变量是整
数，而非全部变量都是整数的线性规划模型。

Max 3x1 + 4x2

 s.t. 
−1x1 + 2x2 ≤ 8
1x1 + 2x2 ≤ 12
2x1 + 1x2 ≤ 16

x1, x2 ≥ 0,而且x2为整数

注意：

去掉“x2为整数”后，我们将得到此混合整数线性规划的LP松弛。

整数线性规划的分类：混合整数线性规划整数线性规划的分类：混合整数线性规划
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0-1整数线性规划（0-1 integer linear program）：

整数变量只能取0或1，这类规划被称做0-1整数线性规划。

整数线性规划的分类：0-1整数线性规划整数线性规划的分类：0-1整数线性规划
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7.2节 全整数线性规划的图解法7.2节 全整数线性规划的图解法
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案例说明：

伊斯特伯恩房地产公司有200万美元可用于购买新的租赁财产。
经筛选，公司已将投资项目的方案减少为联体别墅和公寓楼。

每套联体别墅售价282,000美元，现有5套空置。
每幢公寓楼售价400,000美元，而且开发商可以根据伊斯特伯恩公司的需要
数量建房。

伊斯特伯恩房地产公司：案例背景伊斯特伯恩房地产公司：案例背景
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关注问题：

伊斯特伯恩公司的财产经理每月有140小时用来处理这些新置财产，其中：

每套联体别墅预计每月要花4小时
每幢公寓楼预计每月40小时

扣除抵押偿还和经营成本后，年现金流量预计为：

每套联体别墅10000美元
每幢公寓楼15000美元

伊斯特伯恩的股东想知道：

在保证年现金流量最大的要求下，购买联体别墅和公寓楼的数量分别是多

少？

伊斯特伯恩房地产公司：关注的问题伊斯特伯恩房地产公司：关注的问题
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根据案例已知：

预计年现金流：别墅为
 千

美元；公寓为
 千美元；

Ft = 10
Fa = 15

我们定义决策变量如下：

：联体别墅的数量T

：公寓楼的数量A

那么，目标函数为最大化房屋资产的年现金流：

Max f = Ft × T + Fa × A = 10T + 15A

伊斯特伯恩房地产公司：决策变量和目标函数伊斯特伯恩房地产公司：决策变量和目标函数
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根据案例已知：

房产售价：别墅为
 千美元；

公寓为
 千美元；

Pt = 282

Pa = 400

预计年现金流：别墅为
 千美

元；公寓为
 千美元；

Ft = 10

Fa = 15

我们还知道：

可用资金2000千美元；
别墅空置数为5套
经理可用处理时间总数为140小时
处理每套别墅需要耗时4小时/每月
处理每套公寓需要耗时40小时/每月

进一步地，我们可以得到如下约束条件：

282T + 400A ≤ 2000 (可用资金)
4T + 40A ≤ 140 (管理者的时间)

T ≤ 5 (可得联体别墅)
T , A ≥ 0, (且均为整数)

伊斯特伯恩房地产公司：约束条件伊斯特伯恩房地产公司：约束条件
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最终，伊斯特伯恩房地产问题的模型为如下的全整数线性规划：

Max f = 10T + 15A

 s.t. 
282T + 400A ≤ 2000 (可用资金)

4T + 40A ≤ 140 (管理者的时间)

T ≤ 5 (可得联体别墅)

T , A ≥ 0, (且均为整数)

伊斯特伯恩房地产公司：全整数线性规划模型伊斯特伯恩房地产公司：全整数线性规划模型
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现在我们去掉决策变量T和A必须为整数的约束条件
得到连续变量线性规划的LP松弛模型
我们先来求解伊斯特伯恩公司的LP松弛问题：

Max f = 10T + 15A

 s.t. 
282T + 400A ≤ 2000 (可用资金)

4T + 40A ≤ 140 (管理者的时间)

T ≤ 5 (可得联体别墅)

T , A ≥ 0

伊斯特伯恩房地产公司：转换为连续变量线性规划模型伊斯特伯恩房地产公司：转换为连续变量线性规划模型
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运用第2章中的图解步骤，可以得到最优的线性规划解法。

伊斯特伯恩房地产公司：LP松弛的图解法伊斯特伯恩房地产公司：LP松弛的图解法
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此时：

最优解为：
 套联体别墅，

幢公寓楼

T = 2.479

A = 3.252

目标函数的最优值为73.574千美元

然而，公司无法购买零星数量的联体别墅和公寓楼

因此，我们还需要进一步分析

伊斯特伯恩房地产公司：LP松弛解的结果伊斯特伯恩房地产公司：LP松弛解的结果
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大多数情况下，可以通过使用本节的方法来求得可接受的整数解。

例如:

关于生产进度问题求得的线性规划结果可能要求生产15132.4箱谷类食品。
其近似结果为15132箱，而近似解对目标函数的值及其结果的可行性只产生
极小的影响。

因此，近似是一个较好的方法。

实际上，只要对目标函数的约束条件只产生极小的影响，大多数管理者都

可以接受。此时，一个近似解就够了。

然而近似并不是一个万能的方法。当决策变量取很小的数值就对目标函数

的值和结果的可行性产生较大影响时，就需要一个最优的整数解

伊斯特伯恩房地产公司：近似整数解伊斯特伯恩房地产公司：近似整数解
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前面已知伊斯特伯恩房地产公司LP松弛解的结果：

最优解为：
 套联体别墅，
 幢公寓楼T = 2.479 A = 3.252

目标函数的最优值为
 千美元73.574

假设我们把LP松弛的解近似到整数，则有：

近似整数解为
T = 2, A = 3

目标函数值为：
 千美元10T + 15A = 10 ∗ 2 + 15 ∗ 3 = 65

而且这个近似整数解也满足所有的松弛LP条件：

282T + 400A = 282 × 2 + 400 × 3 = 1764 ≤ 2000 (可用资金)

4T + 40A = 4 × 2 + 40 × 3 = 128 ≤ 140 (管理者的时间)

T = 2 ≤ 5 (可得联体别墅)

T = 2, A = 3 ≥ 0

伊斯特伯恩房地产公司：尝试近似整数解伊斯特伯恩房地产公司：尝试近似整数解
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然而：

近似整数解下65000美元年现金流，比LP松弛结果73754美元少很多。
那么，有没有其他可能的近似解呢？

继续进行其他近似整数解的尝试2：

近似整数解为
T = 3, A = 3

目标函数值为：
 千美元10 ∗ 3 + 15 ∗ 3 = 75

但是却会超过公司的可用资金约束条件
 ：282T + 400A ≤ 2000(可用资金)

(282T + 400A = 282 × 3 + 400 × 3 = 3738) > 2000

伊斯特伯恩房地产公司：尝试近似整数解伊斯特伯恩房地产公司：尝试近似整数解
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然而：

近似整数解下65000美元年现金流，比LP松弛结果73754美元少很多。
那么，有没有其他可能的近似解呢？

继续进行其他近似整数解的尝试3：

近似整数解为
T = 2, A = 4

目标函数值为：
 千美元10 ∗ 2 + 15 ∗ 4 = 80

但是也同样会超过公司的可用资金约束条件
 ：282T + 400A ≤ 2000(可用资金)

(282T + 400A = 282 × 2 + 400 × 4 = 2164) > 2000

伊斯特伯恩房地产公司：尝试近似整数解伊斯特伯恩房地产公司：尝试近似整数解
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思考：LP松弛下的近似整数解：

如果近似整数解为
T = 2, A = 3

尽管满足所有LP约束条件，但是它会是最优解么？

我们马上会发现：

近似整数解（
 ）不是以上问题最优解。T = 2, A = 3

因此，即使近似解是可行时，我们也无法保证我们找到了最优整数解。

伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（思考）伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（思考）
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伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（图示）伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（图示）
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全整数图解法

具体图解过程如下：

首先，可行域图几乎和LP松弛问题的
一样。

然后，因为最优解一定是整数型的，

我们可以标出可行的整数解。

最后，不是将目标函数向可行域的极

值点移动，而是尽量将它朝着使目标

函数最优的方向移动。

伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（步骤）伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（步骤）
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全整数图解法

此时，我们可以得到：

最优整数解为：别墅
 套，公寓

套。

T = 4

A = 3

目标函数年现金流为70000美元。

我们能够发现：

这一结果比近似整数解

，年现金流为65000美元好的多。

T = 2, A = 3

因此前面的整数近似法并不是房地产

问题的最好的求解方法。

伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（说明）伊斯特伯恩房地产公司：全整数问题的图解法（说明）
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LP松弛图解法 最优整数图解法

伊斯特伯恩房地产公司：LP松弛边界VS最优整数解伊斯特伯恩房地产公司：LP松弛边界VS最优整数解
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从伊斯特伯恩房地产问题的研究中，我们可以得出一个结论：

一定要处理好最优整数解的值和LP松弛后最优解的值之间的关系。

LP松弛的上下限特性：

在含有最大化（Max）问题的整数线性规划中，LP松弛后的最优解的值就是最优整数
解的值的上限。

在含有最小化（Min）问题的整数线性规划中，LP松弛后的最优解的值就是最优整数
解的值的下限。

伊斯特伯恩房地产公司：应用LP松弛法建立约束边界伊斯特伯恩房地产公司：应用LP松弛法建立约束边界
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从伊斯特伯恩房地产问题的研究中，我们可以得出一个结论：

一定要处理好最优整数解的值和LP松弛后最优解的值之间的关系。

通过LP松弛的上下限特性，我们可以得出结论：

如果LP松弛的解恰好是整数，那么，它也是该整数线性规划的最优解。这一上下限
的特性也可以用来确定近似解是否“足够好”。
如果一个近似的LP松弛是可行的，并能使得到的目标函数值同LP松弛的目标函数值
几乎一样好，我们就认为该近似解是最优近似整数解。此时，我们也可以不用整数线

性规划来求解问题。

伊斯特伯恩房地产公司：应用LP松弛法建立约束边界伊斯特伯恩房地产公司：应用LP松弛法建立约束边界
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步骤1：打开管理科学家软件，选择分析模块4. Integer Linear

Programming。

管理科学家软件MST的ILP求解：选择分析模块管理科学家软件MST的ILP求解：选择分析模块
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步骤2：新建ILP工作；设定决策变量、约束条件等。

管理科学家软件MST的ILP求解：新建工作并设定参数管理科学家软件MST的ILP求解：新建工作并设定参数
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步骤3：根绝ILP模型，设定参数；确定整数变量；开始求解

管理科学家软件MST的ILP求解：管理科学家软件MST的ILP求解：
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步骤4：得到求解分析结果。

管理科学家软件MST的ILP求解：得到求解结果管理科学家软件MST的ILP求解：得到求解结果
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步骤5：把问题分析过程，保存下来。

管理科学家软件MST的ILP求解：保存工作管理科学家软件MST的ILP求解：保存工作
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7.3节 含有0-1变量的整数线性规划的应用7.3节 含有0-1变量的整数线性规划的应用
应用情形一：资金预算应用情形一：资金预算

应用情形二：固定成本核算应用情形二：固定成本核算

应用情形三：分布系统设计应用情形三：分布系统设计

应用情形四：银行选址应用情形四：银行选址

应用情形五：产品设计和市场份额的最优化应用情形五：产品设计和市场份额的最优化
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现实问题：

在很多应用中，如果采取相应行动，则变量值取1，否则取0。0-1变量因此提供着选
择的功能（是或否）。

整数线性规划在构建模型上的灵活性很大程度上是由于使用了0-1变量。

本节所讲含有0-1变量的整数线性规划的具体应用包括：

应用一：资金预算

应用二：固定成本核算

应用三：分布系统设计

应用四：银行选址

应用五：产品设计和市场份额

引子引子
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下面我们将讨论有0-1变量的整数线性规划在资金预算问题上的具体应用。

我们将以爱斯柯德冰箱公司的投资案例进行分析和讨论。

应用情形一：资金预算应用情形一：资金预算
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案例说明：

爱斯柯德冰箱公司正在考虑随后四年内的投资方案，这些方案有着不同的

资金需求。

面对每年有限的资金，管理者需要选择最好的方案。

爱斯柯德冰箱公司：案例背景爱斯柯德冰箱公司：案例背景



爱斯柯德冰箱公司的资金信息
名称 工厂扩建 仓库扩建 机器更新 新产品研发 可用资金总额

净现值 90 000 40 000 10 000 37 000

第1年资金需求 15 000 10 000 10 000 15 000 40 000

第2年资金需求 20 000 15 000 10 000 50 000

第3年资金需求 20 000 20 000 10 000 40 000

第4年资金需求 15 000 5 000 4 000 10 000 35 000

  Copy CSV Excel

38 / 104

每种项目方案的估计净现值、资金需求和4年内的可用资金见下表：

说明：此处单位为美元（dollar）。

爱斯柯德冰箱公司：数据信息爱斯柯德冰箱公司：数据信息
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在资金预算问题中，公司的目标函数是：

使资金预算的净现值最大化。

4个0-1决策变量如下：

如果工厂扩建方案通过，
 ；如果否决，
P = 1 P = 0

如果仓库扩建方案通过，
 ；如果否决，
W = 1 W = 0

如果机器更新方案通过，
 ；如果否决，
M = 1 M = 0

如果新产品研发方案通过，
 ；如果否决，
R = 1 R = 0

爱斯柯德冰箱公司：公司目标和决策变量爱斯柯德冰箱公司：公司目标和决策变量
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最终，爱斯柯德冰箱公司问题的0-1整数线性规划模型（01 LP）如下：

Max f = 90P + 40W + 10M + 37R

 s.t. 
15P + 10W + 10M + 15R ≤ 40 (第一年的可用资金)

20P + 15W + 10R ≤ 50 (第二年的可用资金)

20P + 20W + 10R ≤ 40 (第三年的可用资金)

15P + 5W + 4M + 10R ≤ 35 (第四年的可用资金)

P , W , M, R = 0, 1

说明：此处单位为千美元（thousand dollar）。

爱斯柯德冰箱公司：0-1 LP模型爱斯柯德冰箱公司：0-1 LP模型
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课堂练习（15分钟）：

请大家使用管理科学家软件MST，对上述0-1线性规划问题（0-1 LP）进行
求解。

爱斯柯德冰箱公司：管理科学家软件求解过程练习爱斯柯德冰箱公司：管理科学家软件求解过程练习
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最终，管理科学家软件上述0-1线性规划问题（0-1 LP）的求解结果如下：

爱斯柯德冰箱公司：管理科学家软件求解结果爱斯柯德冰箱公司：管理科学家软件求解结果
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固定成本核算：在许多应用中，产品的成本由两部分构成

其一为配置成本，即固定成本

其二为可变成本，直接与产量有关

0-1变量的应用，使得在生产应用中考虑配置成本成为可能。

下面我们将通过RMC化学公司案例，来讨论固定成本问题的分析过程。

应用情形二：固定成本核算应用情形二：固定成本核算
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案例说明：

RMC化学公司是一家生产各种化学产品的小公司，使用三种原料（原料1、
2和3）用来生产三种产品：燃料添加剂、溶剂、地板清洁剂。
在生产过程中，需要将三种原材料混合以生产三种产品：

生产每吨燃料添加剂需要混合0.4吨原料1，以及0.6吨的原料3
生产每吨溶剂需要混合0.5吨原料1、0.2吨原料2和0.3吨原料3
生产每吨地板清洁剂需要0.6吨原料1、0.1吨原料2、0.3吨原料3

扣除相关成本后的利润贡献：

每生产1吨燃料添加剂的利润贡献为40美元
每生产1吨溶剂基的利润贡献为30美元
每生产1吨地板清洁剂的利润是50美元

RMC共有20吨原料1、5吨原料2，以及21吨原料3

RMC化学公司：案例背景RMC化学公司：案例背景
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在RMC化学公司案例中，公司的目标函数是：

使产品总利润最大化。

3个决策变量如下：

生产的燃料添加剂的吨数
F
生产的溶剂的吨数
S
生产的地板清洁剂的吨数
C

RMC化学公司：公司目标和决策变量RMC化学公司：公司目标和决策变量
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因此，RMC化学公司利润最大化问题的线性规划模型（LP）如下：

Max f 40F + 30S + 50C

 s.t. 
0.4F + 0.5S + 0.6C ≤ 20 (原料1)

0.2S + 0.1C ≤ 5 (原料2)

0.6F + 0.3S + 0.3C ≤ 21 (原料3)

F , S, C ≥ 0

RMC化学公司：线性规划模型RMC化学公司：线性规划模型
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用管理科学家软件求解含有配置成本的RMC问题：

最优解为：

生产
 吨燃料添加剂；

生产
 吨溶剂；

生产
 吨地板清洁剂

F = 27.5
S = 0
C = 15

最优解的结果中：
 ，表示应取消昂贵的400美元的地板清洁剂配置成本，因此
不应生产地板清洁剂。

SC = 0

扣除配置成本后的目标函数值为1850美元。

RMC化学公司：线性规划模型的MST软件求解结果（解读）RMC化学公司：线性规划模型的MST软件求解结果（解读）
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最终，管理科学家软件上线性规划问题（LP）的求解结果如下：

RMC化学公司：线性规划模型的MST软件求解结果（图示）RMC化学公司：线性规划模型的MST软件求解结果（图示）



RMC化学公司的成本和产量信息
产品 配置成本（美元） 最大生产量（吨）

燃料添加剂 200 50

溶剂 50 25

地板清洁剂 400 40

  Copy CSV Excel
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下面我们提供RMC化学公司的生产成本和产能的更多信息：

RMC化学公司：成本和产能信息RMC化学公司：成本和产能信息
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在RMC化学公司案例中，公司的目标函数是：

使产品总利润最大化。

此时，我们现在可以利用0-1变量带来的的建模灵活性，把固定的配置成本加入
到生产模型中。因此，共有6个决策变量如下：

3个连续变量：

生产的燃料添加剂的吨数
F
生产的溶剂的吨数
S
生产的地板清洁剂的吨数
C

3个0-1变量：

如果生产燃料添加剂，则
 ；

否则

SF = 1

SF = 0

如果生产溶剂，则
 ；否则
SS = 1

SS = 0

如果生产地板清洁剂，则
 ；

否则

SC = 1

SC = 0

RMC化学公司：新的决策变量和目标函数RMC化学公司：新的决策变量和目标函数
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因此，固定的配置成本加入到生产模型后，RMC化学公司利润最大化问题的0-1
线性规划模型（0-1 LP）如下：

Max f 40F + 30S + 50C − 200SF − 50SS − 400SC

 s.t. 
0.4F + 0.5S + 0.6C ≤ 20 (原料1)

0.2S + 0.1C ≤ 5 (原料2)

0.6F + 0.3S + 0.3C ≤ 21 (原料3)

F − 50SF ≤ 0 (F的最大值)

S − 25SF ≤ 0 (S的最大值)

C − 40SF ≤ 0 (C的最大值)

F , S, C ≥ 0
SF , SS, SC ∈ {0, 1}

RMC化学公司：新的0-1线性规划模型RMC化学公司：新的0-1线性规划模型
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用管理科学家软件求解含有配置成本的RMC问题（0-1线性规划模型）：

最优解为：

生产
 吨燃料添加剂（
 ）；

生产
 吨溶剂（
 ）；

不生产地板清洁剂（
 ）

F = 25 SF = 1
S = 20 SS = 1

C = 0, SC = 0

最优解的结果中：
 ，表示应取消昂贵的400美元的地板清洁剂配置成本，因此
不应生产地板清洁剂。

SC = 0

扣除配置成本后的目标函数值为1350美元。
燃料添加剂和溶剂的配置成本为
 美元。200 + 50 = 250

RMC化学公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）RMC化学公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）
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最终，管理科学家软件上述0-1线性规划问题（0-1 LP）的求解结果如下：

RMC化学公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（图示）RMC化学公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（图示）
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上述0-1线性规划问题（0-1 LP）模型，既有3个0-1整数决策变量，又有3个连
续决策变量，因此在管理科学家软件MST求解前，需要设定好变量类型。

RMC化学公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（注意）RMC化学公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（注意）
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下面我们将讨论有0-1变量的整数线性规划在分布系统设计问题上的具体应用。

我们将以马丁贝克公司的分销中心案例进行分析和讨论。

应用情形三：分布系统设计应用情形三：分布系统设计
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案例说明：

马丁贝克公司在圣路易斯经营一家年产量为30000件产品的工厂。
产品被运输到位于波士顿、亚特兰大和休斯敦的地区分销中心。

由于预期将有需求的增长，马丁贝克公司计划在底特律、托莱多、丹佛和

堪萨斯城中的一个或多个城市建立新工厂以增加生产力。

马丁贝克公司：案例背景马丁贝克公司：案例背景



马丁贝克公司的固定成本和产能信息
目标工厂 年固定成本（美元） 年生产能力（件）

底特律 175 000 10 000

托莱多 300 000 20 000

丹佛 375 000 30 000

堪萨斯城 500 000 40 000

  Copy CSV Excel
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四个城市建立工厂的年固定成本和年生产能力如下表：

说明：此处单位为美元（dollar）。

马丁贝克公司公司：数据信息（固定成本和产能）马丁贝克公司公司：数据信息（固定成本和产能）



马丁贝克公司的各地区分销中心的需求量
分销中心 年需求量（件）

波士顿 30 000

亚特兰大 20 000

休斯敦 20 000

  Copy CSV Excel
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3个地区分销中心的年需求量如下：

马丁贝克公司公司：数据信息（年需求量）马丁贝克公司公司：数据信息（年需求量）



马丁贝克公司的单位运输成本
工厂地点 波士顿 亚特兰大 休斯顿

底特律 5 2 3

托莱多 4 3 4

丹佛 9 7 5

堪萨斯城 10 4 2

圣路易斯 8 4 3

  Copy CSV Excel
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每件产品从各工厂到各分销中心的运费见表：

马丁贝克公司公司：数据信息（固定成本和产能）马丁贝克公司公司：数据信息（固定成本和产能）
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马丁贝克公司公司：网络演示图马丁贝克公司公司：网络演示图
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马丁贝克公司公司需要选择最优的厂址、确定从各工厂到各分销中心的运输量。

公司的目标函数是：

年运输成本与经营新建立工厂的年固定成本之和最小化。

马丁贝克公司公司：目标函数马丁贝克公司公司：目标函数
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马丁贝克公司公司需要选择最优的厂址、确定从各工厂到各分销中心的运输量。

共有19个决策变量：

对各工厂到每个各中心的运输量，共

有
 个连续决策变量：C 1
5 ∗ C 1

3 = 15

：工厂
 到分销中心
 的运输量xij i j

其中，
 ，且

。

i = (1, 2, 3, 4, 5)
j = (1, 2, )

共有4个0-1决策变量：

如果在底特律建厂，则
 ；否则
y1 = 1

y1 = 0

如果在托莱多建厂，则
 ；否则
y2 = 1

y2 = 0

如果在丹佛建厂，则
 ；否则
y3 = 1

y3 = 0

如果在堪萨斯建厂，则
 ；否则
y4 = 1

y4 = 0

马丁贝克公司公司：决策变量马丁贝克公司公司：决策变量
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因此，马丁贝克公司公司分布系统设计问题的最小化0-1线性规划模型（0-1 LP）
如下（19个决策变量，8个约束方程）：

Mmin f = 5x11 + 2x12 + 3x13 + 4x21 + 3x22 + 4x23

+9x31 + 7x32 + 5x33 + 10x41

+4x42 + 2x43 + 8x51 + 4x52 + 3x53

+175y1 + 300y2 + 375y3 + 500y4

 s.t. (未完待续)

x11 + x12 + x13 − 10y1 ≤ 0 (底特律的生产能力)

x21 + x22 + x23 − 20y2 ≤ 0 (托莱多的生产能力)

x31 + x32 + x33 − 30y3 ≤ 0 (丹佛的生产能力)

x41 + x42 + x43 − 40y4 ≤ 0 (堪萨斯城的生产能力)

x51 + x52 + x53 ≤ 30 (圣路易斯的生产能力)

马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型
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因此，马丁贝克公司公司分布系统设计问题的最小化0-1线性规划模型（0-1 LP）
如下（19个决策变量，8个约束方程）：

 s.t. (续前)

x11 + x21 + x31 + x41 + x51 = 30 (波士顿的需求)

x12 + x22 + x32 + x42 + x52 = 20 (亚特兰大的需求)

x13 + x23 + x33 + x43 + x53 = 20 (休斯敦的需求)

xij ≥ 0

y1, y2, y3, y4 ∈ {0, 1}

马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型
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用管理科学家软件求解马丁贝克公司公司分布系统设计问题（0-1线性规划模
型）：

最优解为：

要在堪萨斯建立一个工厂（
 ）y4 = 1

从堪萨斯到亚特兰大运输20000件产品（
 千件）x42 = 20

从堪萨斯到休斯敦运输20000件产品（
 千件）x43 = 20

从圣路易斯到波士顿运输30000件产品（
 千件）x51 = 30

最优解的结果中：

包括堪萨斯城工厂的固定成本500000美元在内
该解所得到的总成本为TC=860000美元。

马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）
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马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（图示）马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（图示）



67 / 104

课堂练习（20分钟）：

请大家使用管理科学家软件MST，对上述0-1线性规划问题（0-1 LP）进行
求解。

马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（练习）马丁贝克公司公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（练习）



事实上，模型还可以进一步扩展，一些现实问题可以更多考虑进去：

上述0-1 LP模型还可以进行扩展，可以适用于含有工厂与仓库、工厂与零售店之间的
直接运输和多种产品的分布系统

为了避免选址过于彼此靠近，还可以考虑增加新的约束条件。

例如：

选址1为达拉斯，而选址2为沃斯堡，但是这两个城市相距很近
为了避免两个城市同时被选址选中，可以增加如下约束条件（二者最多可

能选择被选中1个）

y1 + y2 ≤ 1

当然，如果需要二者必定选中1个，则约束条件应为：

y1 + y2 = 1

马丁贝克公司公司：若干讨论马丁贝克公司公司：若干讨论
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下面我们将讨论有0-1变量的整数线性规划在分布系统设计问题上的具体应用。

我们将以俄亥俄州信托公司的银行选址案例进行分析和讨论。

应用情形四：银行选址应用情形四：银行选址
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案例说明：

俄亥俄州信托公司的长期计划部考虑在俄亥俄州东北部20个郡的地区开展
业务。

俄亥俄州信托公司目前在这20个郡没有一个营业处。
根据该州相关法律，如果一个银行在任一个郡建立一个主营业处，即可在

该郡及所有毗邻郡建立分行。

但是，为了建立一个主营业处，俄亥俄州信托公司必须获得本州银行管理

者的批准，或者购买一家当地现存的银行。

俄亥俄州信托公司需要确定将来在这20个郡全部都营业总共需要建立的主
营业处的最小数目。

俄亥俄州信托公司：案例背景俄亥俄州信托公司：案例背景
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俄亥俄州信托公司：地理区位关系图俄亥俄州信托公司：地理区位关系图



郡县标号 郡县名称 邻近郡县（标号）

1 阿什特比拉 2, 12, 16

2 莱克 1, 3, 12

3 凯霍加 2, 4, 9, 10, 12, 13

4 洛雷恩 3, 5, 7, 9

5 休伦 4, 6, 7

6 里奇兰 5, 7, 17

7 阿什兰 4, 5, 6, 8, 9, 17, 18

8 韦恩 7, 9, 10, 11, 18

9 梅迪纳 3, 4, 7, 8, 10

10 萨米特 3, 8, 9, 11, 12, 13

  Copy CSV Excel

.page-font-24[

俄亥俄州信托公司：郡县临近关系俄亥俄州信托公司：郡县临近关系
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在俄亥俄州信托公司的问题中，公司的目标函数是：

最小化所需建立主营业处的数目。

俄亥俄州信托公司面临的决策环境：

如果某郡拥有1个主营业处或其邻郡拥有主营业处，那么俄亥俄州信托公司
就可以在改郡建立分行。

共有20个0-1决策变量：

如果在
 郡建立主营业处，则
 ；否则
 。其中
i xi = 1 xi = 0 i ∈ (1, 2, … , 20)

俄亥俄州信托公司：公司目标和决策变量俄亥俄州信托公司：公司目标和决策变量
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因此，俄亥俄州信托公司选址问题的最小化0-1线性规划模型（0-1 LP）如下（20
个决策变量，20个约束方程）：

Min f = x1 + x2 + … + x20

 s.t. 
x1 + x2 + x12 + x16 ≥ 1 (阿什特比拉郡)

x1 + x2 + x3 + x12 ≥ 1 (莱克郡)

⋮ ⋮ (⋮)

x11 + x14 + x19 + x20 ≥ 1 (卡罗尔郡)

xi = 0, 1； i ∈ (1, 2, … 20)

俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型
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用管理科学家软件求解俄亥俄州信托公司的选址问题（0-1线性规划模型）：

最优解为：

需要在阿什兰、斯塔克、吉奥特3个郡设立主营业处，也即


其他所有决策变量的最优值都为0，不需要在这些郡设立主营业处，也即
xi = 1, i ∈ (7, 11, 12)

xi = 0, i ∉ (7, 11, 12)
最优解的结果中：俄亥俄州信托公司最小化所需建立主营业处的数目为3。

俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）
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俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（地理图）俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（地理图）
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俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（截图）俄亥俄州信托公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（截图）
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下面我们将讨论有0-1变量的整数线性规划在产品设计和市场份额的最优化问题
上的具体应用。

联合分析是一种市场研究方法，通过该种方法可以了解预期的购买者如何评价产品的

属性。

我们将以塞伦食品公司的市场份额案例进行分析和讨论。

应用情形五：产品设计和市场份额的最优化应用情形五：产品设计和市场份额的最优化



79 / 104

案例说明：

塞伦食品公司计划进入冷冻比萨饼市场。

目前市场上已有两个品牌：安东澳和国王，它们占据了主要的市场份额。

塞伦食品公司准备开发一种香肠比萨饼，并想以之夺取大量市场份额。

为了使其品牌获得成功，塞伦食品公司意识到必须诱使市场上的消费者从

他们中意的比萨饼品牌转变到塞伦的产品上来。

我们可以列出并解决一个整数线性规划模型来帮助塞伦得出设计方案。

在市场营销领域，这个问题被称为份额选择问题。

塞伦食品公司：案例背景塞伦食品公司：案例背景
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竞争产品：

安东尼奥牌比萨饼是：厚面包皮、意大利奶酪、块状调味酱、大众口味香

肠的。

国王牌比萨饼是：薄面包皮、混合奶酪、细滑调味酱、清淡口味香肠的。

塞伦公司准备开发一种香肠比萨饼，并想以之夺取最大市场份额。

塞伦公司己确定顾客在购买冷冻香肠比萨饼时最关心的4个属性为：面包
皮、奶酪、调味酱和香肠风味。

面包皮属性有2种（薄和厚）
奶酪属性有2种（意大利和混合型）
调味酱属性也有2种（细滑和块状）
香肠风味有3种（清淡口味，大众口味，辣味）

塞伦食品公司：产品开发和市场份额设想塞伦食品公司：产品开发和市场份额设想
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局部价值：是消费者对某个属性品质给出的效用测量结果。

局部价值表的获得：

塞伦公司首先准备了各种属性/品质组合的比萨饼
然后请接受调查的消费者就这些比萨饼给出他们的偏好程度判断，以进行

联合分析。

再使用回归分析法来确定各种属性/品质组合的局部价值。

假设目前所研究的抽样调查的8位顾客可以代表整个冷冻香肠比萨市场
下面的表，将展示8位目前在购买竞争对手（安东尼奥和国王品牌）比萨饼的消费者
局部价值，但是他们也是有可能是塞伦品牌的潜在转化客户。

塞伦食品公司：消费者的产品局部价值（概念）塞伦食品公司：消费者的产品局部价值（概念）
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塞伦食品公司产品潜在客户的产品特征局部价值信息

顾
客

面包
皮


(薄)

面包
皮


(厚)

奶酪

(意大
利)

奶酪

(混
合)

调味
酱


(细滑)

调味
酱


(带块)

香肠口
味


(清淡)

香肠口
味


(大众)

香肠口
味


(辣味)

1 11 2 6 7 3 17 26 27 8

2 11 7 15 17 16 26 14 1 10

3 7 5 8 14 16 7 29 16 19

4 13 20 20 17 17 14 25 29 10

5 2 8 6 11 30 20 15 5 12

6 12 17 11 9 2 30 22 12 20

7 9 19 12 16 16 25 30 23 19

8 5 9 4 14 23 16 16 30 3

  Copy CSV Excel
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安东尼奥牌比萨饼是：厚面包皮、意大利奶酪、块状调味酱、大众口味香肠的。
国王牌比萨饼是：薄面包皮、混合奶酪、细滑调味酱、清淡口味香肠的。

塞伦食品公司：产品属性和代表性消费者偏好数据塞伦食品公司：产品属性和代表性消费者偏好数据
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局部价值：是消费者对某个属性品质给出的效用测量结果。

示例：根据上表，我们还可以发现顾客1的局部价值分别为：

在属性面包皮的两个品质上（薄或厚），他更青睐薄面包皮（
 ），

因此他在面包皮属性上的局部价值为11。
11 > 2

在属性奶酪的两个品质上，他更青睐薄混合型（
 ），因此他在奶酪属

性上的局部价值为7。
7 > 6

在属性调味酱的两个品质上，他更青睐带块状（
 ），因此他在调味

酱属性上的局部价值为17。
17 > 3

在属性香肠口味的三个品质上，他更青睐大众口味（

），因此他在香肠口味属性上的局部价值为27。

27 > 26 > 8

塞伦食品公司：消费者的产品局部价值（示例）塞伦食品公司：消费者的产品局部价值（示例）
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消费者的整体效用值：消费者对产品属性/品质局部价值比较，权衡选择后，对
整个产品的总效用测量值。

竞品特征：

安东尼奥牌比萨饼是：厚面包皮、意大利奶酪、块状调味酱、大众口味香

肠的。

国王牌比萨饼是：薄面包皮、混合奶酪、细滑调味酱、清淡口味香肠的。

顾客的选择：

顾客1目前最喜的是安东尼奥牌比萨饼
顾客2目前最喜的是国王牌比萨饼

塞伦食品公司：消费者的产品整体效用值（概念）塞伦食品公司：消费者的产品整体效用值（概念）
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消费者的整体效用值：消费者对产品属性/品质局部价值比较，权衡选择后，对
整个产品的总效用测量值（局部价值的加总数）。

示例：根据局部价值表和顾客选择，我们可以计算

安东尼奥牌比萨饼对于顾客1的整体效用值为
2 + 6 + 17 + 27 = 52

国王牌比萨饼对于顾客1的整体效用值为
11 + 7 + 3 + 26 = 47

塞伦食品公司：消费者的产品整体效用值（示例）塞伦食品公司：消费者的产品整体效用值（示例）
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在塞伦食品公司的市场份额问题中，公司的目标函数是：

选择每种属性的品质，以使偏好塞伦牌比萨饼的顾客人数达到最大。

由于偏好塞伦比萨饼的顾客人数就是变量
 的综合，所以目标函数就是：yk

Max f = y1 + y2 + … + y8

共有20个0-1决策变量：

如果塞伦在属性（面包皮、奶酪、调味酱、香肠口味）
 方面，选择品质
 ，
则
 ；否则
 。其中


j i

lij = 1 lij = 0 j ∈ (1, 2, 3, 4)

塞伦食品公司：公司目标和决策变量塞伦食品公司：公司目标和决策变量
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顾客转化的条件：塞伦食品公司希望能把竞争对手的当前消费者转化为自己的客

户，那么必须在比萨饼的产品属性品质上做出某些决定。

顾客1目前选择的是安东尼奥牌比萨饼（厚面包皮、意大利奶酪、块状调味
酱、大众口味香肠的），总体效用值为52。
顾客1如果要转化为塞伦比萨饼的消费者，则必须满足如下的效用不等式：

11l11 + 2l21 + 6l12 + 7l22 + 3l13 + 17l23 + 26l14 + 27l24 + 8l34 > 52

而当顾客1转变为选择塞伦品牌的比萨饼时（至少要比原来的整体效
用值多1），我们可以表达为如下的选择条件：

11l11 + 2l21 + 6l12 + 7l22 + 3l13 + 17l23 + 26l14 + 27l24 + 8l34 ≥ 52y1 + 1
11l11 + 2l21 + 6l12 + 7l22 + 3l13 + 17l23 + 26l14 + 27l24 + 8l34 − 52y1 ≥ 1

其余7个顾客也可以照此表达。

塞伦食品公司：顾客转化的条件塞伦食品公司：顾客转化的条件



因此，塞伦食品公司市场份额问题的最大化0-1线性规划模型（0-1 LP）如下（6
个决策变量，12个约束方程）：

Min f = y1 + y2 + … + y8

消费者转化需要满足的约束条件为（整体效用要至少多1）：

 s.t.  (未完待续)

11l11 + 2l21 + 6l12 + 7l22 + 3l13 + 17l23 + 26l14 + 27l24 + 8l34 − 52y1 ≥ 1
11l11 + 7l21 + 15l12 + 17l22 + 16l13 + 26l23 + 14l14 + 1l24 + 10l34 − 58y2 ≥ 1
7l11 + 5l21 + 8l12 + 14l22 + 16l13 + 7l23 + 29l14 + 16l24 + 19l34 − 66y3 ≥ 1
13l11 + 20l21 + 20l12 + 17l22 + 17l13 + 14l23 + 25l14 + 29l24 + 10l34 − 83y4 ≥ 1
2l11 + 8l21 + 6l12 + 11l22 + 30l13 + 20l23 + 15l14 + 5l24 + 12l34 − 58y5 ≥ 1
12l11 + 17l21 + 11l12 + 9l22 + 2l13 + 30l23 + 22l14 + 12l24 + 20l34 − 70y6 ≥ 1
9l11 + 19l21 + 12l12 + 16l22 + 16l13 + 25l23 + 30l14 + 23l24 + 19l34 − 79y7 ≥ 1
5l11 + 9l21 + 4l12 + 14l22 + 23l13 + 16l23 + 16l14 + 30l24 + 3l34 − 59y8 ≥ 1

塞伦食品公司：0-1线性规划模型（1/2）塞伦食品公司：0-1线性规划模型（1/2）
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因此，塞伦食品公司市场份额问题的最大化0-1线性规划模型（0-1 LP）如下（6
个决策变量，12个约束方程）：

Min f = y1 + y2 + … + y8

披萨饼属性品质选择，需要满足的约束条件为（同一个属性下的品质，只能

选择其一）：

 s.t.  (续前)

l11 + l21 = 1 (面包片品质)

l12 + l22 = 1 (奶酪品质)

l13 + l23 = 1 (调味酱品质)

l14 + l24 + l34 = 1 (香肠口味品质)

塞伦食品公司：0-1线性规划模型（2/2）塞伦食品公司：0-1线性规划模型（2/2）
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用管理科学家软件求解塞伦食品公司的市场份额问题（0-1线性规划模型），最
优解为：

比萨饼属性/品质的最优解：
 。也即塞伦食品公司应该开发和

推出的比萨饼设计是：薄面包皮、混合奶酪、块状、清淡口味香肠的比萨饼。

l11 = l22 = l23 = l14 = 1

选择塞伦食品公司的顾客为:
 ，也即顾客1、2、6、7将会偏好塞伦
品牌的披萨饼。

y1 = y2 = y6 = y7

最优解的结果中：塞伦食品公司最大化市场营销的客户转化数为4人。

塞伦食品公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）塞伦食品公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（结果）
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课堂练习（20分钟）：

请大家使用管理科学家软件MST，对上述0-1线性规划问题（0-1 LP）进行
求解。

塞伦食品公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（练习）塞伦食品公司：0-1线性规划模型的MST软件求解（练习）
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7.4节 0-1整数变量在建模过程中7.4节 0-1整数变量在建模过程中




的灵活性分析的灵活性分析



huhuaping@    第07章 整数线性规划
       
             
7.4 0-1整数变量在建模过程中的灵活性分析 93 / 104

本节将结合应用继续讨论0-1整数变量在构建模型中的灵活性。

首先，0-1整数变量可以使得构建的模型中变量可以有多重选择特性，并且0-1代表的
变量具有互斥特性。

这些特性都使得我们可以构建从n个方案中挑选k个方案的模型，也可以把A方案作为
B方案的约束条件，从而构建模型。

本节的最后，我们将尝试讨论整数线性规划中的灵敏度分析及其在整数线性规划

中所起的作用。

引言引言
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案例回顾：前面爱斯柯德冰箱公司的资金预算案例（点击链接）。

爱斯柯德冰箱公司正在考虑随后四年内的投资方案

在资金预算问题中，公司的目标函数是：使资金预算的净现值最大化。

其4个0-1决策变量如下：

如果工厂扩建方案通过，
 ；如果否决，
P = 1 P = 0

如果仓库扩建方案通过，
 ；如果否决，
W = 1 W = 0

如果机器更新方案通过，
 ；如果否决，
M = 1 M = 0

如果新产品研发方案通过，
 ；如果否决，
R = 1 R = 0

多重选择和互斥约束：回顾资金预算案例多重选择和互斥约束：回顾资金预算案例
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案例回顾：新的方案要求

假设爱斯柯德公司不是执行扩建一个仓库的方案，而是需要考虑扩建三个

仓库的方案

其中有一个仓库必须被扩建以迎合增长的产品需求，但是新增需求还没有

达到必须扩建一个以上的仓库。

因此，我们需要重新定义变量和多重选择约束。

实际上可以考虑用0-1整数线性规划模型，从而反映爱斯柯德公司目前所面临
的局面。

多重选择和互斥约束：回顾资金预算案例多重选择和互斥约束：回顾资金预算案例
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现在，爱斯柯德公司需要考虑如下3个0-1决策变量：

如果扩建现有仓库的方案通过，
 ；如果否决，
W1 = 1 W1 = 0

如果扩建第2个仓库的方案通过，
 ；如果否决，
W2 = 1 W2 = 0

如果扩建第3个仓库的方案通过，
 ；如果否决，
W3 = 1 W3 = 0

多重选择和互斥约束：新的决策变量多重选择和互斥约束：新的决策变量
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如果只能从方案中选择其一。则这一要求的多重选择约束为：

W1 + W2 + W3 = 1

如果并不要求必须扩建一个仓库，则多重选择约束条件可以写成：

W1 + W2 + W3 ≤ 1

此时，允许不扩建任何仓库的（
 ）情况出现，但不允许

出现扩建一个以上仓库的情况，这种多重选择约束条件称为互斥约束。

W1 + W2 + W3 = 0

多重选择和互斥约束：决策选择类型多重选择和互斥约束：决策选择类型
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进一步地，我们很容易得出n个方案中挑选k个方案的模型，也即n选k约束。

设
 代表五个潜在的仓库扩建方案（决策变量），

且这些变量都是0-1变量。
W1、W2、W3、W4和W5

约束决策1：

如果这五个方案中至少必须执行二个，那么约束条件可以写成：

约束决策2：

W1 + W2 + W3 + W4 + W5 = 2

如果五个方案中执行的方案不能超过二个，则约束条件可写成：

W1 + W2 + W3 + W4 + W5 ≤ 2

n选k约束n选k约束
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很多时候，必须执行一个方案才能触发另一个方案执行。

给定决策变量定义为：

P代表工厂扩建方案，而W代表仓库扩建方案，且这些变量都是0-1
变量。

爱斯柯德公司的决策要求是：

工厂扩建方案是仓库扩建方案的必备条件。

则需要引入条件约束来反映该要求：

W ≤ P

而且，P为0，则W就只能取0；而P取1，则W也有可能取1。
这样，工厂和仓库才能被扩建。

条件约束条件约束
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然而，执行工厂扩建方案，并不要求一定执行仓库扩建方案。这种情形下，我们

就需要进行并行约束。

给定决策变量定义为：

P代表工厂扩建方案，而W代表仓库扩建方案，且这些变量都是0-1
变量。

爱斯柯德公司的决策要求是：

不管工厂扩建方案执行与否，都必须执行仓库扩建的方案，反之亦

然。

则需要引入并行约束来反映该要求：

可以用一个简单的等式来表达：
 。W = P

并行约束并行约束
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为什么要重视灵敏度分析？

在线性规划问题中，特别是整数线性规划问题，灵敏度分析起到至关重要

的作用。

在一些应用中经常可以看到，当约束条件中某个参数发生很小的变化，就

可能使得最优解的值产生很大的波动。

关于灵敏度分析的讨论：作用关于灵敏度分析的讨论：作用
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下面我们考虑一个针对简单资本预算问题（相关案例可点击回顾）而构建的线性

规划模型，它包括4个方案和一段时期内的预算约束条件。

最大化问题的线性规划模型（LP）如下：

Max f = 40x1 + 60x2 + 70x3 + 160x4

 s.t. 
16x1 + 35x2 + 45x3 + 85x4 ≤ 100
xi ∈ (0, 1)

关于灵敏度分析的讨论：示例（0-1 LP模型）关于灵敏度分析的讨论：示例（0-1 LP模型）
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从这个资金预算问题中，我们可以看到：

由于最优解的值对预算资金这个条件参数有着极大的灵敏反应，人们通常建议在选择

最后实施的最优解之前，先对各个条件参数稍加改变，多求解几次最优解的值。

我们可以简单地使用枚举法求出最优解：

，且目标函数的值为170美元。x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 0

如果预算变量增加1美元（比如从100美元增加到101美元），则最优解
的值就会变成：

，目标函数也会相应变成200美元。x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1

因此，预算中增加1美元就会导致收入增加30美元。

管理层当然很乐意遇到这种情况，也乐意去增加1美元的预算。

关于灵敏度分析的讨论：示例（枚举计算）关于灵敏度分析的讨论：示例（枚举计算）
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