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8.1节 一个生产应用8.1节 一个生产应用
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许多商业过程都以非线性方式运行。

例如，一个债券的价格是利率的非线性函数，一个优先购股权的价格是优

先股票价格的非线性函数。
非线性最优化问题是在目标函数或约束条件中
至少有一项是非线性的最优化问题。

应用LINGO和Excel规划来求解非线性规划。

引子引子
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第2章中Par公司案例，Par公司制造标准的和豪华的高尔夫包，价格与需求之间存
在一个反向的变动关系。

假设二者分别有如下需求关系：

Qs = 2250 − 15Ps

Qd = 1500 − 5Pd

其中
 为标准包需求；
 为豪华包需求Qs Qd

无约束问题：Par公司案例（需求）无约束问题：Par公司案例（需求）
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假设标准包单位生产成本为70美元，豪华包单位生产成本为150美元，则有：

生产和销售
 个标准包的利润：Qs

PsQs − 70Qs = (150 − 1/15Qs)Qs − 70Qs = 80Qs − 1/15Q2
s

生产和销售
 个豪华包的利润：Qd

PdQd − 150Qd = (300 − 1/5Qd)Qd − 150Qd = 150Qd − 1/5Q2
d

则可以求得总利润：

R = 80Qs − 1/15Q2
s + 150Qd − 1/5Q2

d

无约束问题：Par公司案例（利润）无约束问题：Par公司案例（利润）
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对于总利润函数：

R = 80Qs − 1/15Q2
s + 150Qd − 1/5Q2

d

可以解出最大化总利润函数下的高尔夫包数量：

{
= 80 − 2/15Qs = 0

= 150 − 2/5Qs = 0
⇒ {Qs = 600

Qd = 375

∂R
∂Qs

∂R
∂Qd

进一步可以计算得到各自的价格：

{Ps = 150 − 1/15Qs

Pd = 300 − 1/5Qd
⇒ {Ps = 110

Pd = 225

最终的总利润为：
R = 80Qs − 1/15Q2
s + 150Qd − 1/5Q2

d
= 52125

无约束问题：Par公司案例（无约束解）无约束问题：Par公司案例（无约束解）



可行区域和无约束最优解

无约束问题：Par公司案例（可行区域）无约束问题：Par公司案例（可行区域）



各工艺环节的单位耗时及可用时长（小时）
工艺环节 标准包 豪华包 可用时间

切割和染印 7/10 1 630

缝纫 1/2 5/6 600

成型 1 2/3 708

检测和包装 1/10 1/4 135
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考虑到各工艺的单位耗时，以及可用时长约束（见下表）：

约束问题：Par公司案例（约束条件）约束问题：Par公司案例（约束条件）
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我们可以构造出如下的非线性最大化约束方程：

Max R = 80Qs − 1/15Q2
s + 150Qd − 1/5Q2

d

s. t.

7/10Qs + Qd≤ 630 (切割和染印)
1/2Qs+5/6Qd≤ 600 (缝纫)

Qs+2/3Qd≤ 708 (成型)
1/10Qs+1/4Qd≤ 135 (检测和包装)

Qs, Qd ≥ 0

约束问题：Par公司案例（非线性最大化约束）约束问题：Par公司案例（非线性最大化约束）
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采用LINGO对上述非线性约束最大化求解结果见下图。其中：

最大化利润值为49920.55美元。

产量解为
Qs = 459.7166;Qd = 308.1984

LINGO求解结果

约束问题：Par公司案例（LINGO求解）约束问题：Par公司案例（LINGO求解）
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前述非线性约束求解结果示意见下图。我们可以发现：

最大化目标函数（利润）
 的最优解没有出现在可行区域的极值点上。R = 49920.55

最优解出现在“切割和染印”约束线上
7/10Qs + Qd = 630

非线性约束求解结果示意

约束问题：Par公司案例（求解示意）约束问题：Par公司案例（求解示意）
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非线性最优化问题可能有多个局部最优解，这意味着我们需要找到最好的局部最

优解。如果没有其他更好目标函数值的可行点在可行域找到，这个可行解就是整

体最优的。

【前情回顾】前述Par公司最大化约束非线性问题的LINGO解得第一行显示，“找到了
局部最优解”。如果没有其他有目标函数值的可行解可以在临近域里找到，这个可行
解就是最优的。

在许多非线性应用中，一个唯一的局部最优解（local optima）也是整体最优解
（global optima）。

两种情况：凸函数和凹函数（函数图形为谷形和山形）

局部和整体最优：概念局部和整体最优：概念
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若目标非线性函数为凹函数（concave function），一般表现为“山形”。

【回顾】前述Par公司案例的非线性最大化目标函数，就是属于非线性凹函数。

R = 80Qs − 1/15Q2

s + 150Qd − 1/5Q2
d

凹函数示意

例如，非线性目标函数：

f(X,Y ) = −X2 − Y 2

唯一的函数最大化值为
f(X,Y ) = 0

唯一最优解出现在
 处{X = 0,Y = 0}

此时，局部最优解也就是全局最优解

局部和整体最优：单调凹函数（山形）局部和整体最优：单调凹函数（山形）
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若目标非线性函数为凸函数（convex function），一般表现为“谷形”。

凹函数示意

例如，非线性目标函数：

f(X,Y ) = X2 + Y 2

唯一的函数最小化值为
f(X,Y ) = 0

唯一最优解出现在
 处{X = 0,Y = 0}

此时，局部最优解也就是全局最优解

局部和整体最优：单调凸函数（谷形）局部和整体最优：单调凸函数（谷形）
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但是，一些非线性函数可以有多个局部最优解。

下面展示的是如下目标函数及其两个图形视角：

f(X,Y ) = 3(1 − X)2e−X2−(Y+1)2
− 10 (X/5 − X3 − Y 5) e−X2−Y 2

− e−(X+1)2−Y 2
/3

视角1 视角2

局部和整体最优：非单调函数局部和整体最优：非单调函数
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在第三章已经对对偶价格的概念作了介绍。

对偶价格是约束条件右侧值每增加一单位最优值的改进。

非线性模型中对偶价格的解释与线性规划师完全相同的。

然而，非线性问题中却不常报告可允许的增量和减量。

这是因为典型的非线性问题中可允许的增量和减量为零。

如果你改变右侧值，即使是很小的一个值，对偶价格都会改变。

对偶价格对偶价格
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8.2节 建立一个指数化证券投资基金8.2节 建立一个指数化证券投资基金
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指数化基金
基金 收益率

500指数基金 25.81%

总股票指数基金 24.71%

REIT指数基金 24.18%

短期债券指数基金 1.09%

市场指数
指数 收益率

标准普尔500 25.25%

MSCI广泛市场 24.93%

MSCI REIT 24.41%

Barclays US 1-5指数 1.10%
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指数化基金一般会针对特定的市场指数：

前两个指数基金是股票投资型：对应标准普尔500指数和MSCI广泛市场指数

REIT指数化基金主要是紧盯房地市场上的投资，对应MSCI REIT市场指数

短基债券指数化基金主要在公司偾券市场上投资，对应Barclays US 1-5市场指数

即使收益显示基金间有相当大的变化，指数化基金在匹配对应市场指数的收益上依然表

现很好。

指数化基金：背景知识指数化基金：背景知识



供选择的共同基金绩效方案

共同基金 投资比例变量 Year01 Year02 Year03 Year04 Year05

外国股票 FS 10.06% 13.12% 13.47% 45.42% -21.93%

中期债券 IB 17.64% 3.25% 7.51% -1.33% 7.36%

大市值成长 LG 32.41% 18.71% 33.28% 41.46% -23.26%

大市值价值 LV 32.36% 20.61% 12.93% 7.06% -5.37%

小市值成长 SG 33.44% 19.40% 3.85% 58.68% -9.02%

小市值价值 SV 24.56% 25.32% -6.70% 5.43% 17.31%

标准普尔500收益 SP 25.00% 20.00% 8.00% 30.00% -10.00%

  Copy CSV Excel
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其中：

投资比例变量，用来表达在相应基金上的投资配置比重（%）。
标准普尔500收益仅作为投资的收益参照。

指数化基金：共同基金方案（可选集）指数化基金：共同基金方案（可选集）
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投资目标：我们想要通过选择投资组合投资于每个共有基金的比例，以尽可能地

接近标准普尔500的回报。

给定6种基金选择
 ，和5个年度方案
 。i ∈ (1, 2, 3, 4, 5, 6) n ∈ (1, 2, 3, 4, 5)

给定五种基金的投资比率分别为：

ci = {FS, IB,LG,LV ,SG,SV } = {c1, c2, c3, c4, c5}

给定年度计划下6种基金的收益为（见上表）：
 。rni = {rn1, rn2, rn3, rn4, rn5, rn6}

每一年度方案的投资组合的回报
Rn = {R1,R2,R3,R4,R5}

那么，年度方案的投资组合回报则为：

Rn =
6

∑
i=1

rnici = rn1 ⋅ FS + rn2 ⋅ IB + rn3 ⋅ LG + rn4 ⋅ SG + rn5 ⋅ SV

指数化基金：共同基金方案（年度投资回报）指数化基金：共同基金方案（年度投资回报）
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年度方案的投资组合回报计算公式：

Rn =
6

∑
i=1

rnici = rn1 ⋅ FS + rn2 ⋅ IB + rn3 ⋅ LG + rn4 ⋅ SG + rn5 ⋅ SV

根据前述年度方案表，可以得到每年的投资组合回报
 分别为
 ：Rn (n ∈ 1, … , 5)

R1 = +10.06FS + 17.64IB + 32.41LG + 32.36LV + 33.44SG + 24.56SV

R2 = +13.12FS + 3.25IB + 18.71LG + 20.61LV + 19.40SG + 25.32SV

R3 = +13.47FS + 7.51IB + 33.28LG + 12.93LV + 3.85SG − 6.70SV

R4 = +45.42FS − 1.33IB + 41.46LG + 7.06LV + 58.68SG + 5.43SV

R5 = −21.93FS + 7.36IB − 23.26LG − 5.37LV − 9.02SG + 17.31SV

指数化基金：共同基金方案（年度投资回报）指数化基金：共同基金方案（年度投资回报）
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为了达到投资组合的回报尽可能接近标准普尔500的回报，要求每个年度投资收
益方案回报和标准普尔500的回报间的差值，尽可能最小化。

因此可以设置线性最小化目标函数：

Min (R1 − 25.00)1 + (R2 − 20.00)1 + (R3 − 8.00)1 + (R4 − 30.00)1 + (R5 + 10.00)1

也可以考虑设置为非线性最小化目标函数：

Min (R1 − 25.00)2 + (R2 − 20.00)2 + (R3 − 8.00)2 + (R4 − 30.00)2 + (R5 + 10.00)2

指数化基金：共同基金方案（目标函数）指数化基金：共同基金方案（目标函数）
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最终，我们建立的完整的数学模型包括11个变量和6个约束条件：

Min (R1 − 25.00)2 + (R2 − 20.00)2 + (R3 − 8.00)2 + (R4 − 30.00)2 + (R5 + 10.00)2

s.t.

R1 = +10.06FS + 17.64IB + 32.41LG + 32.36LV + 33.44SG + 24.56SV

R2 = +13.12FS + 3.25IB + 18.71LG + 20.61LV + 19.40SG + 25.32SV

R3 = +13.47FS + 7.51IB + 33.28LG + 12.93LV + 3.85SG − 6.70SV

R4 = +45.42FS − 1.33IB + 41.46LG + 7.06LV + 58.68SG + 5.43SV

R5 = −21.93FS + 7.36IB − 23.26LG − 5.37LV − 9.02SG + 17.31SV

FS + IB + LG + LV + SG + SV = 1

FS, IB,LG,LV ,SG,SV ≥ 0

指数化基金：共同基金方案（约束模型）指数化基金：共同基金方案（约束模型）



25 / 64

上述约束模型特点：

最小化问题是非线性的，因为目标函数中出现了二次项。

因为每个平方项的系数是正的，并且没有交叉乘积项，所以目标函数是凸

函数。

因此可以保证局部最小值也是整体最小值。

指数化基金：共同基金方案（模型特点）指数化基金：共同基金方案（模型特点）



指数化基金：共同基金方案（Lingo求解）指数化基金：共同基金方案（Lingo求解）
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经软件计算可得约束模型求解结果：

目标函数的最优解是4.426893，即回报差值的平方和。
投资组合求解结果：

30.33%的基金投资于外国股票基金（FS=0.30334）
不投资中期债券基金（IB = 0.00000）
不投资大市值成长基金（LG = 0.00000）
36.50%的基金投资于大市值价值基金（LV=0.36498）
22.66%的基金投资于小市值成长基金（SG=0.22655）
10.51%的基金投资于小市值价值基金（SV=0.10513）

指数化基金：共同基金方案（模型结果解读）指数化基金：共同基金方案（模型结果解读）
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方案年度 年度投资回报 标普500回报

1 25.02 25.00

2 18.56 20.00

3 8.97 8.00

4 30.22 30.00

5 -8.84 -10.00

28 / 64

经软件计算可得约束模型求解结果：

年度方案的投资回报（%）结果：

指数化基金：共同基金方案（模型结果解读）指数化基金：共同基金方案（模型结果解读）
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8.3节 Markowitz投资组合模型8.3节 Markowitz投资组合模型
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Harry Markowitz以他为投资组合最优化做出的突出贡献，而荣获了1990
年的诺贝尔奖。

Markowitz均方差投资组合模型是非线性规划的一个典型应用。
这个基本模型的大量变种已经被全世界的货币管理公司采用。

大部分投资组合最优化模型必须在风险与回报之间做出一个关键权衡。

为了获得更大的回报，投资者也必须面对更大的风险。

Markowitz投资组合模型：其人其事Markowitz投资组合模型：其人其事
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基于上一节Hauck公司的共同基金投资组合案例，我们进一步建立Markowitz均方
差投资组合模型。

给定年度投资方案的回报为
 ，方案被选中的概率为
 ，其中

。那么
n个方案的投资组合的期望收益是：

Rs ps

s ∈ (1, 2, … ,n)

¯̄¯̄
R =

n

∑
s=1

psRs

假定Hack金融服务公司中，5个计划方案有相同的选中概率，则

¯̄¯̄
R =

5

∑
s=1

1/5Rs = 1/5
5

∑
s=1

Rs

Markowitz投资组合模型：期望收益Markowitz投资组合模型：期望收益
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要想衡量上述投资组合的风险大小，这往往具有一定的测量难度。

Markowitz投资组合模型最常用的风险测量是投资组合的方差：

Var =
n

∑
s=1

ps(Rs − ¯̄¯̄
R)

2

Var =
n

∑
s=1

1/5(Rs − ¯̄¯̄
R)

2
= 1/5

n

∑
s=1

(Rs − ¯̄¯̄
R)

2

假定Hauck的客户想要构建一个投资组合，来最小化由投资组合方差测量的风险。而
且客户还要求预期的投资收益至少为10%。
此时该如何构建分析模型？

Markowitz投资组合模型：风险测量Markowitz投资组合模型：风险测量
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我们建立的完整的数学模型包括9个约束条件：

Min f = 1/5
5

∑
s=1

(Rs − ¯̄¯̄
R)

2

s.t.

R1 = +10.06FS + 17.64IB + 32.41LG + 32.36LV + 33.44SG + 24.56SV

R2 = +13.12FS + 3.25IB + 18.71LG + 20.61LV + 19.40SG + 25.32SV

R3 = +13.47FS + 7.51IB + 33.28LG + 12.93LV + 3.85SG − 6.70SV

R4 = +45.42FS − 1.33IB + 41.46LG + 7.06LV + 58.68SG + 5.43SV

R5 = −21.93FS + 7.36IB − 23.26LG − 5.37LV − 9.02SG + 17.31SV

FS + IB + LG + LV + SG + SV = 1

1/5
5

∑
s=1

Rs = ¯̄¯̄
R

¯̄¯̄
R ≥ 10

FS, IB,LG,LV ,SG,SV ≥ 0

Markowitz投资组合模型：约束模型Markowitz投资组合模型：约束模型
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LINGO求解结果

Markowitz投资组合模型：Lingo求解Markowitz投资组合模型：Lingo求解
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经软件计算可得约束模型求解结果：

目标函数的最优解是27.13615，也即最小化投资组合的方差。

投资组合求解结果：

15.84%的基金投资于外国股票基金（FS=0.15841）
52.55%的基金投资于中期债券基金（IB = 0.52548）
4.21%的基金投资于大市值成长基金（LG = 0.04207）
不投资大市值价值基金（LV = 0.00000）
不投资小市值成长基金（SG = NA）
27.40%的基金投资于小市值价值基金（LV = 0.27405）

Markowitz投资组合模型：模型结果解读Markowitz投资组合模型：模型结果解读
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高收益预期，同时也就意味着高风险。

期望收益VS风险

Markowitz投资组合模型：期望收益VS风险Markowitz投资组合模型：期望收益VS风险
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8.4节 另一混合问题8.4节 另一混合问题
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在实际中常常有这样的情形，在混合地点存储混合成分的设备数目少于存储成分

的数目。

在这种情况下各成分必须共用存储罐或者存储设备。

同样，当运输这些成分时，它们常常需要共同一个管道或者传输容器。

共用一个存储设备或者管道的成分称作混合成分。

另一混合问题：引子另一混合问题：引子



huhuaping@    第08章 非线性最优化模型
       
             
8.4 另一混合问题 39 / 64

下面我们考虑一个炼油厂的案例情形。

炼油厂油料混合

决策变量：

混合罐中成分1的加仑数y1 =

混合罐中成分2的加仑数y2 =

常规汽油中混合成分1和成分2的
加仑数

xpr =

优质汽油中混合成分1和成分2
的加仑数

xpp =

常规汽油中成分3的加仑数x3r =

优质汽油中成分3的加仑数x3p =

在上图中，成分1和成分2混合在一个单独的存储罐，成分3有它自己的存储罐。
常规和优质汽油由混合成分和成分3混合而成。

另一混合问题：炼油厂混合问题另一混合问题：炼油厂混合问题
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炼油厂至少需要做出两类决策：

炼油厂油料混合

第一，多少比例的成分1和成分2应该
用于混合成混合物？

第二，多少混合罐中成分1和成分2的
混合物将与成分3混合来生产常规和
优质汽油？

另一混合问题：考虑的混合问题另一混合问题：考虑的混合问题
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下面我们把炼油厂的生产情形表达出来：

炼油厂油料混合

生产的总加仑数：

常规汽油


优质汽油


Qr = xpr + x3r

Qp = xpp + x3p

使用的总石油成分：

消耗的成分1和成分2：


消耗的成分3：


y1 + y2 = xpr + xpp

x3r + x3p

成分可用量：

成分1


成分2


成分3


y1 ≤ 500

y2 ≤ 10000

x3r + x3p ≤ 10000

另一混合问题：生产情形另一混合问题：生产情形
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汽油产品的具体要求：

常规汽油

最多30%成分1
最少40%成分2
最多20%成分3

优质汽油

最少25%成分1
最多45%成分2
最少30%成分3

汽油价格：

常规汽油价格是2.9$/每加仑
优质汽油价格是3.0$/每加仑

石油成分成本：

成分1、成分2、成分3的成本分别
是2.5$、2.6$、2.84$。

最低产能：

生产至少10000加仑常规汽油。

另一混合问题：生产情形另一混合问题：生产情形
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故此混合问题的完整非线性模型包含6个决策变量和12个约束条件。

Max f =2.9 (xpr + x3r) + 3.00 (xpp + x3p) − 2.5y1 − 2.6y2 − 2.84 (x3r + x3p)

 s.t.  (未完待续)

y1 + y2 = xpr + xpp (eq 1)

( )xpr ≤ 0.3 (xpr + x3r) (eq 2)

( )xpr ≥ 0.4 (xpr + x3r) (eq 3)

x3r ≤ 0.2 (xpr + x3r) (eq 4)

( )xpp ≥ 0.25 (xpp + x3p) (eq 5)

( )xpp ≤ 0.45 (xpp + x3p) (eq 6)

x3p ≥ 0.3 (xpp + x3p) (eq 7)

y1

y1+y2

y2

y1+y2

y1

y1+y2

y2

y1+y2

另一混合问题：约束模型（1/3）另一混合问题：约束模型（1/3）
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故此混合问题的完整非线性模型包含6个决策变量和12个约束条件。

Max f =2.9 (xpr + x3r) + 3.00 (xpp + x3p) − 2.5y1 − 2.6y2 − 2.84 (x3r + x3p)

 s.t.  (未完待续)

y1 ≤ 5000 (eq 8)

y2 ≤ 10, 000 (eq 9)

x3r + x3p ≤ 10, 000 (eq 10)

xpr + x3r ≥ 10, 000 (eq 11)

xpr,xpp,x3r,x3p, y1, y2 ≥ 0

另一混合问题：约束模型（2/3）另一混合问题：约束模型（2/3）
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故此混合问题的完整非线性模型包含6个决策变量和12个约束条件。

Max f =2.9 (xpr + x3r) + 3.00 (xpp + x3p) − 2.5y1 − 2.6y2 − 2.84 (x3r + x3p)

其中：

成分1在混合池的占比( )y2

y1+y2

成分1在混合池的存量( )xpr
y2

y1+y2

另一混合问题：约束模型（3/3）另一混合问题：约束模型（3/3）



另一混合问题：Lingo求解另一混合问题：Lingo求解
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经软件计算可得约束模型求解结果：

目标函数的最优解是5831.43，也即大化销售收益。

投资组合求解结果：

常规汽油中混合成分1和成分2的加仑数为（
 ）

常规汽油中成分3的加仑数（
 ）

优质汽油中混合成分1和成分2的加仑数（
 ）

优质汽油中成分3的加仑数（
 ）

混合罐中成分1的加仑数（
 ）

混合罐中成分d的加仑数（
 ）

xpr = 8000.00
x3r = 2000.00

xpp = 6000.00
x3p = 2571.43

y1 = 5000.00
y2 = 9000.00

另一混合问题：模型结果解读另一混合问题：模型结果解读
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Grand strand混合解（加仑数,%）
汽油品类 成分1 成分2 成分3 合计

常规 2857.143(28.57%) 5142.857(51.43%) 2000(20%) 10,000

优质 2142.857(25%) 3857.143(45%) 2571.429(30%) 8571.429

48 / 64

显然，上述案例中炼油公司因为缺乏足够的存储罐分别存储各种石油成

分，因此不得不进行混装（混合情形，成分1和成分2混装在一起）

此时，混合解的结果可以计算如下：

另一混合问题：模型结果解读（混合情形）另一混合问题：模型结果解读（混合情形）
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例如，常规汽油中成分1的含量计算为：

( )xpr = ( ) 8000 = 2857.143
y1

y1 + y2

5000
5000 + 9000

此外，无论是常规汽油还是优质汽油，成分1和成分2的数量比都是一样
的（请思考：为什么？）

= 0.556 =
2857.143
5142.857

2142.857
3857.143

另一混合问题：模型结果解读（混合情形）另一混合问题：模型结果解读（混合情形）
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未进行混合下的Grand strand混合解（加仑数,%）

汽油品类 成分1 成分2 成分3 合计

常规 1250(12.50%) 6750(67.50%) 2000(20%) 10,000

优质 3750(25%) 3250(21.67%) 8000(53.33%) 15,000

50 / 64

事实上，假设炼油公司有足够的存储罐分别存储各种石油成分（未混合

情形），那么混合解的结果则可以大不一样。

此时，常规汽油和优质汽油，成分1和成分2的数量比则可以是不一样的：

1250/6750 = 0.1852 (常规汽油)
3750/3250 = 1.1538 (优质汽油)

另一混合问题：模型结果解读（未混合情形）另一混合问题：模型结果解读（未混合情形）
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案例分析总结：

对所有石油成分需要足够存储罐的缺乏，减少了混合可行解的数目，转而

又导致生产较低的利润。

事实上，这个模型的一个应用是在存储罐缺乏的情况下，为管理层提供一

个关于利润损失的良好估计方法。

管理层就能够据此评估购买更多存储罐的营利性。

另一混合问题：模型结果解读（总结）另一混合问题：模型结果解读（总结）
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8.5节 预测新产品的使用8.5节 预测新产品的使用
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这一节中，我们介绍由Frank Bass建立的一个预测模型，这个模型已经
被证明对预测创新和新技术在市场上的使用特别有效。

这个模型有3个参数必须进行估计。

最终使用新产品的估计人数m =

模仿系数，测量影响购买的口碑效应q =

创新系数，测量了在假定没有受到他人已购买产品的影响时使用的可能性。p =

 表示到时间
 已经使用的人数Ct−1 t − 1

预测新产品的使用：Bass预测模型预测新产品的使用：Bass预测模型
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利用这些参数，可以建立预测模型。

是最终使用产品的估计人数，所以，
 是在时刻
 剩下的潜在使用者的

数目。

m m − Ct−1 t − 1

使用新产品的可能性是由于模仿而使用的可能性加上由于创新而使用的可能性。

因为
 是到时间
 使用产品的估计人数的比例，设模仿系数为
 ，则由于模
仿而使用的可能性为
  。

Ct−1/m t − 1 q

q(Ct−1/m)

由于创新而使用的可能性简单的可以看成是创新系数
 。因此，使用的可能性为

。

p

p + q(Ct−1/m)

因此，在时期
 新使用者人数的预测为：t

Ft = (p + q ⋅ (Ct−1/m)) ⋅ (m − Ct−1)

在上式中给出的Bass预测模型根据统计原理，能精确的导出，而不是提供一个强调模型直观方面的推导。
在用Bass模型建立时
期t新产品使用的预测时，Ct-1的值将从过去的销售数据中得到。但是我们也需要知道用于模型的参数值。

预测新产品的使用：模型定义预测新产品的使用：模型定义
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现在让我们来看看电影票房案例中，如何用非线性规划来估计参数值m、p、q。

考虑下图，其反映了《再生之旅》、《终结者3》在发行后前12周票房收益（单
位：百万美元）。

预测新产品的使用：电影票房预测新产品的使用：电影票房
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这两部电影有力的说明了不同的使用模式：

《再生之旅》的收益一直增长，直到第四周开始下降，这部电影的大部分收益明显是

由于口碑影响的。根据Bass模型，就是模仿因素强于创新因素，并且预期
 。q＞p

电影《终结者3》收益峰值在第一周，之后急剧下降，说明创新因素强于模仿因素，
预期
 。q＜p

预测新产品的使用：票房分析预测新产品的使用：票房分析
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可以结合一个非线性最优化问题到预测模型等式中来，以找到对一系列数据给出

最佳预测的
 的值。p、q、m

假定有
 期数据可用。N

表示在时期
 使用者的实际数量
 。St t (t = 1, 2, … ,N)

因此，每期的预测数
 和对应的预测误差
 定义为：Ft Et

Ft = (p + q ⋅ (Ct−1/m)) ⋅ (m − Ct−1)
Et = Ft − St

预测新产品的使用：预测及误差预测新产品的使用：预测及误差
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预测误差是预测值与实际值之间的差值，用最小化误差平方和来估计参数是很普

遍的，由此可导出下面的非线性最优化问题：

Min
N

∑
t=1

E2
t

s.t.
Ft = (p + q ⋅ (Ct−1/m)) ⋅ (m − Ct−1)
Et = Ft − St, t ∈ (1, 2, … ,N)

预测新产品的使用：约束模型预测新产品的使用：约束模型
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Previous 1 2 Next

电影'再生之旅'的票房收益和累积收益（百万美元）
周次 收益S_t 累计收益C_t

1.00 0.10 0.10

2.00 3.00 3.10

3.00 5.20 8.30

4.00 7.00 15.30

5.00 5.25 20.55

6.00 4.90 25.45

  Copy CSV Excel

59 / 64

下表反映了《再生之旅》的票房收益
 与累积收益
 。St Ct

预测新产品的使用：数据预测新产品的使用：数据
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利用上述数据，为《再生之旅》的Bass预测模型估计参数非线性模型如下：

 Min  E2
1 + E2

2 + ⋯ + E2
12

 s.t.  F1 = (p)m
F2 = [p + q(0.10/m)] (m − 0.10)
F3 = [p + q(3.10/m)](m − 3.10)

⋮
F12 = [p + q(34.85/m)](m − 34.85)
E1 = F1 − 0.10
E2 = F2 − 3.00

⋮
E12 = F12 − 0.60

预测新产品的使用：数据建模预测新产品的使用：数据建模
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两部电影的Lingo解
参数 再生之旅 终结者3

p 0.074 0.490

q 0.490 20.018

m 34.850 149.540

61 / 64

《再生之旅》非线性规划模型的LINGO解和类似的《终结者3》的非线性规划解
如下表所示：

电影《再生之旅》表现为良好的口碑效应，其模仿系数
 ，显著地大于创新系

数
 。但是在第4周之后，票房收入快速下降。
q = 0.49

p = 0.074

而电影《终结者3》在上映第一周则收获高票房，然后持续下跌。其模仿系数

，而创新系数高达
 。显然，口碑或者媒体宣传对票房都没有作

用。

q = −0.018 p = 0.49

预测新产品的使用：lingo解预测新产品的使用：lingo解
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票房收入的预测值与实际值

Bass预测模型能很好地描述《再生之旅》的收益。 对《终结者3》，Bass模型预测准
确性更加明显。

预测新产品的使用：预测预测新产品的使用：预测
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你可能想知道，如果我们必须等到使用周期结束后才能估计参数，那么

了解预测模型有什么好处？

新产品使用Bass预测模型的一种方法是，假定新产品销售的表现方式相似于
之前的一种品，且这种产品的p和q已计算出来，我们只需再主观估计出新产
品的潜在市场m。

例如，DVD播放器的销售相似于VCR的销售。那么用于DVD预测的p和q将是从VCR
实际销出的P和q的值。

第二种方法是等到有多期新产品数据可用后再预测。

例如，如果有5期销售数据可以用于预测第6期的需求。然后，在得到这6期的销售这
个方法常被称做滚动时域法。

预测新产品的使用：评析预测新产品的使用：评析
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