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5.1 变量间关系的度量5.1 变量间关系的度量
变量间的关系变量间的关系

相关关系的描述与测度相关关系的描述与测度

相关系数的显著性检验相关系数的显著性检验



“我们数据不少，做了很严格的回归，但异常值略多略多，符合理论的数值反而难

找……”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 4 / 252

（示例）变量间的关系：经济学专业解读（示例）变量间的关系：经济学专业解读



“我们的数据多如牛毛，无孔不入。即使做完回归，也会发现异常值和符合理论的

数值多得不忍直视。”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 5 / 252

（示例）变量间的关系：金融学专业解读（示例）变量间的关系：金融学专业解读



“我们得要设计余量，所以理论设计得远高于实际承受……”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 6 / 252

（示例）变量间的关系：土木工程专业解读（示例）变量间的关系：土木工程专业解读



“我们的理论和数据严丝合缝，bingo！”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 7 / 252

（示例）变量间的关系：物理学专业解读（示例）变量间的关系：物理学专业解读



“我们的理论和数据大致吻合，就是……应用范围有点蛋疼。”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 8 / 252

（示例）变量间的关系：环境科学专业解读（示例）变量间的关系：环境科学专业解读



“数据虽然很多，可我们能用理论把他们统统连起来！”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 9 / 252

（示例）变量间的关系：历史学专业解读（示例）变量间的关系：历史学专业解读



“世界大势一日三变，尽管我们数据不少，可……我们的理论跟数据趋势是反着来

的……”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 10 / 252

（示例）变量间的关系：政治学专业解读（示例）变量间的关系：政治学专业解读



“学海无涯苦作舟。那么多数据，那么多理论，慢慢学，恩……”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 11 / 252

（示例）变量间的关系：社会学专业解读（示例）变量间的关系：社会学专业解读



“数据很少，但能建立理论～”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 12 / 252

（示例）变量间的关系：数学专业解读（示例）变量间的关系：数学专业解读



（示例）“只有一个数据，也能建立理论……”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 13 / 252

（示例）变量间的关系：新闻学专业解读（示例）变量间的关系：新闻学专业解读



“没有数据，依然建立理论……”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 14 / 252

（示例）变量间的关系：哲学专业解读（示例）变量间的关系：哲学专业解读



“如图所示，你懂的……”

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 15 / 252

（示例）变量间的关系：文学批评专业解读（示例）变量间的关系：文学批评专业解读



两个变量若存在是一一对应的确定关系，则称之为二者具有函数关系。

设有两个变量 和 ，变量 随变量 一起变化，并完全依赖于 

，当变量 取某个数值时， 依确定的关系取相应的值，则称 是 

的函数，记为 ，其中 称为自变量， 称为因变量。

从几何学角度来看，数据集各观测点会落在一条曲线上。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

X Y Y X X

X Y Y X

Y = f(X) X Y
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变量间的关系：函数关系变量间的关系：函数关系



某种商品的销售额 与销售量 之间的关系可表示为( 为单价)：

圆的面积 与半径 之间的关系可表示为：

企业的原材料消耗额 与产量  、单位产量消耗  、原材料价格 之间

的关系可表示为：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

Y X P

Yi = Pi ⋅ Xi

S R

S = πR2

Y X1 X2 X3

Y = X1 ⋅ X2 ⋅ X3
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（示例）函数关系（示例）函数关系



相关关系的类型

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 18 / 252

变量间的关系：相关关系(correlation)变量间的关系：相关关系(correlation)



父亲身高 与子女身高 之间的关系

收入水平 与受教育程度 之间的关系

粮食单位面积产量 与施肥量  、降雨量 、温度 之间的关系

商品的消费量 与居民收入 之间的关系

商品销售额 与广告费支出 之间的关系

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

Y X

Y X

Y X1 X2 X3

Y X

Y X
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（示例）相关关系（示例）相关关系



相关分析要解决的问题：

变量之间是否存在关系？

如果存在关系，它们之间是什么样的关系？

变量之间的关系强度如何？

样本所反映的变量之间的关系能否代表总体变量之间的关系？

相关分析中的总体假定：

两个变量之间是线性关系

两个变量都是随机变量

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 20 / 252

相关关系的描述与测度：问题与假定相关关系的描述与测度：问题与假定
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相关关系的描述与测度：散点图相关关系的描述与测度：散点图
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相关关系的描述与测度：散点图相关关系的描述与测度：散点图
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相关关系的描述与测度：散点图相关关系的描述与测度：散点图



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 24 / 252

相关关系的描述与测度：散点图相关关系的描述与测度：散点图



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 25 / 252

（示例）两类油价的散点图（示例）两类油价的散点图



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 26 / 252

（示例）传染病与认知水平的散点图（示例）传染病与认知水平的散点图



相关系数(correlation coefficient)：是度量变量之间关系强度的一个统计

量。

它是对两个变量之间线性相关强度的一种度量。

一般称为简单相关系数，也称为线性相关系数(linear correlation coefficient)

。

或称为Pearson相关系数(Pearson’s correlation coefficient) 。

相关系数记号表达：

若相关系数是根据总体全部数据计算的，称为总体相关系数，记为 。

若是根据样本数据计算的，则称为样本相关系数，简称为相关系数，记为 。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

ρ

r

27 / 252

相关关系的描述与测度：相关系数相关关系的描述与测度：相关系数



简单相关系数的大FF计算公式：

简单相关系数的小ff计算公式：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

r = (eq01)
n∑XiYi − ∑Xi∑Yi

√n∑X2
i − (∑Xi)

2 ⋅√n∑Y 2
i − (∑Yi)

2

r = = = (eq02)
∑((Xi −

¯̄̄ ¯̄
X)(Yi −

¯̄¯̄
Y ))

√∑ (Xi −
¯̄̄ ¯̄
X)2 ∑ (Yi −

¯̄¯̄
Y )2

SSXY

√SSXX√SSY Y

∑xiyi

√∑x2
i ∑ y2

i

SSXX =
n

∑
i=1

(Xi −
¯̄̄ ¯̄
X)

2
; SSY Y =

n

∑
i=1

(Yi −
¯̄¯̄
Y )

2
; SSXY =

n

∑
i=1

(Xi −
¯̄̄ ¯̄
X)(Yi −

¯̄¯̄
Y )
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相关关系的描述与测度：计算公式相关关系的描述与测度：计算公式



简单相关系数的特征：

性质1： 的取值范围是 ， 越趋于1表示相关关系越强； 越趋于0表

示相关关系越弱。

如果 ，为完全相关。其中 ，为完全正相关； ，为完全负正相关

如果 ，不存在线性相关关系

如果 ，为负相关；如果 ，为正相关。

性质2：r具有对称性。即 与 之间的相关系数和 与 之间的相关系数相

等，即 。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

r [−1, 1] |r| |r|

|r| = 1 r = 1 r = −1

r = 0

−1 < r < 0 0 < r < 1

X Y Y X

rXY = rYX
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相关关系的描述与测度：特征相关关系的描述与测度：特征



简单相关系数的特征：

性质3： 数值大小与 和 原点及尺度无关，即改变 和 的数据原点及计

量尺度，并不改变 数值大小。

性质4：仅仅是 与 之间线性关系的一个度量，它不能用于描述非线性关

系。这意为着， 只表示两个变量之间不存在线性相关关系，并不说明变量

之间没有任何关系

性质5： 虽然是两个变量之间线性关系的一个度量，却不一定意味着 与 一

定有因果关系。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

r X Y X Y

r

X Y

r = 0

r X Y
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相关关系的描述与测度：特征相关关系的描述与测度：特征



下面给出实证研究时，对相关系数的经验解释：

当 时，可视为两个变量之间高度相关。

当 时，可视为中度相关。

当 时，视为低度相关。

当 时，说明两个变量之间的相关程度极弱，可视为不相关。

而且上述解释必须建立在对相关系数的显著性进行检验的基础之上。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

|r| < 0.8

0.5 < |r| < 0.8

0.3 < |r| < 0.5

|r| < 0.3
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相关关系的描述与测度：解释相关关系的描述与测度：解释



和 之间的相关系数：

和 之间的相关系数：

和 之间的相关系数：

简单相关系数（simple correlation coefficient）：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

Yi X2i

r12 =
∑ yix2i

√∑ y2
i
√∑x2

2i

Yi X3i

r13 =
∑ yix3i

√∑ y2
i
√∑x2

3i

X2i X3i

r23 =
∑x2ix3i

√∑x2
2i
√∑x2

3i
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相关关系的描述与测度：简单相关系数相关关系的描述与测度：简单相关系数



保持 不变， 和 之间的

相关系数：

保持 不变， 和 之间的

相关系数：

保持 不变， 和 之间的

相关系数：

偏相关系数（partial correlation coefficient）： 一个不依赖于 的，对

和 的影响的一种相关系数。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

X2i

X3i Yi

X3i Yi X2i

r12⋅3 =
r12 − r13r23

√(1 − r2
13) (1 − r2

23)

X2i Yi X3i

r13.2 =
r13 − r12r23

√(1 − r2
12) (1 − r2

23)

Yi X2i X3i

r23.1 =
r23 − r12r13

√(1 − r2
12) (1 − r2

13)
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相关关系的描述与测度：偏相关系数相关关系的描述与测度：偏相关系数



相关系数的显著性检验，是指检验两个变量之间是否存在线性相关关系。

相关系数的显著性检验方法包括：

等价于对回归斜率系数 的检验（仅针对一元回归）

采用R. A. Fisher提出的t检验

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

β1
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相关系数的显著性检验相关系数的显著性检验



相关系数的显著性检验步骤：

1）提出假设： 

2）计算样本统计量

3）给定显著性水平 ，确定t理论分布值 。

4）得到假设检验结论：

若 ，则拒绝 ，认为显著存在相关关系；

若 ，则无法拒绝 ，认为相关关系不显著。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

H0 : ρ = 0;H1 : ρ ≠ 0

T ∗ = |r|√ ∼ t(n − 2)
n − 2

1 − r2

α t1−α/2(n − 2)

T ∗ > t1−α/2(n − 2) H0

T ∗ < t1−α/2(n − 2) H0
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相关系数的显著性检验相关系数的显著性检验



案例说明：某银行共有25家分行，分行及所在地区的相关变量数据如下表所示。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

Showing 1 to 7 of 25 entries Previous 1 2 3 4 Next

ID.bank loan.bad loan.surplus loan.receivable loan.numbers invest

1 0.9 67.3 6.8 5

2 1.1 111.3 19.8 16

3 4.8 173 7.7 17

4 3.2 80.8 7.2 10

5 7.8 199.7 16.5 19

6 2.7 16.2 2.2 1

7 1.6 107.4 10.7 17

说明：上述变量的含义分别是ID.bank（分行编号）、loan.bad（不良贷款）、loan.surplus（各项贷款余额 ）、
loan.receivable（本年累计应收贷款）、loan.numbers（贷款项目个数）、investment.fixed（本年固定资产投资额）。
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（案例）银行贷款：案例数据（案例）银行贷款：案例数据



不良贷款VS贷款余额散点图

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 37 / 252

（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的散点图（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的散点图



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

Showing 1 to 7 of 26 entries Previous 1 2 3 4 Next

大FF计算表
ID.bank Y X XY X_sqr Y_sqr

1 0.9 67.3 60.57 4,529.29 0.81

2 1.1 111.3 122.43 12,387.69 1.21

3 4.8 173 830.40 29,929.00 23.04

4 3.2 80.8 258.56 6,528.64 10.24

5 7.8 199.7 1,557.66 39,880.09 60.84

6 2.7 16.2 43.74 262.44 7.29

7 1.6 107.4 171.84 11,534.76 2.56
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（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数（大FF）（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数（大FF）



相关系数 的大FF计算公式（eq01）：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

r

r =

=

= 0.8436

n∑XiYi − ∑Xi∑Yi

√n∑X2
i − (∑Xi)

2 ⋅√n∑Y 2
i − (∑Yi)

2

25 × 17080.14 − 3006.7 × 93.2

√25 × 516543.37 − (3006.7)2 ⋅√25 × 660.1 − (93.2)2
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（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数（大FF）（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数（大FF）



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

Showing 1 to 7 of 26 entries Previous 1 2 3 4 Next

小ff计算表
ID.bank Y X x y x_sqr y_sqr xy

1 0.9 67.3 -52.97 -2.83 2,805.61 8.00 149.79

2 1.1 111.3 -8.97 -2.63 80.43 6.91 23.57

3 4.8 173 52.73 1.07 2,780.66 1.15 56.53

4 3.2 80.8 -39.47 -0.53 1,557.72 0.28 20.84

5 7.8 199.7 79.43 4.07 6,309.44 16.58 323.45

6 2.7 16.2 -104.07 -1.03 10,830.15 1.06 106.98

7 1.6 107.4 -12.87 -2.13 165.59 4.53 27.38

40 / 252

（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数（小ff）（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数（小ff）



相关系数 的小FF计算公式（eq02）：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量

r

r =

=

=

= 0.8436

∑((Xi −
¯̄̄ ¯̄
X)(Yi −

¯̄¯̄
Y ))

√∑ (Xi −
¯̄̄ ¯̄
X)2(Yi −

¯̄¯̄
Y )2

∑xiyi

√∑x2
i ∑ y2

i

5871.16

√154933.57 × 312.65
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（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数（案例）银行贷款：不良贷款VS贷款余额的相关系数



corl_pearson<- round(cor(df_loan[,-1], method = "pearson"),4) 
corl_pearson[upper.tri(corl_pearson)]<- NA

Pearson相关系数矩阵

loan.bad loan.surplus loan.receivable loan.numbers investment.fixed

loan.bad 1.0000

loan.surplus 0.8436 1.0000

loan.receivable 0.7315 0.6788 1.0000

loan.numbers 0.7003 0.8484 0.5858 1.0000

investment.fixed 0.5185 0.7797 0.4724 0.7466 1.0000

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.1 变量间关系的度量 42 / 252

（案例）银行贷款：相关系数矩阵表(Pearson)（案例）银行贷款：相关系数矩阵表(Pearson)



corl_spearman<- round(cor(df_loan[,-1], method = "spearman"),4) 
corl_spearman[upper.tri(corl_spearman)] <- NA

Spearman相关系数矩阵

loan.bad loan.surplus loan.receivable loan.numbers investment.fixed

loan.bad 1.0000

loan.surplus 0.8339 1.0000

loan.receivable 0.7331 0.8148 1.0000

loan.numbers 0.7172 0.8559 0.7393 1.0000

investment.fixed 0.4407 0.6582 0.5469 0.5975 1.0000
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（案例）银行贷款：相关系数矩阵(Spearman)（案例）银行贷款：相关系数矩阵(Spearman)
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（案例）银行贷款：相关系数矩阵图（案例）银行贷款：相关系数矩阵图
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（案例）银行贷款：相关系数矩阵图（案例）银行贷款：相关系数矩阵图



假定我们认为不良贷款（loan.bad）与贷款余额（loan.surplus）及贷款项目

数（loan.number）存在相互关系。

前面我们已经计算出如下的简单相关系数：

因此我们可以分别计算出偏相关系数
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r12 = r
bad,sur = 0.8436; r13 = r

bad,num = 0.7003; r23 = r
num,sur = 0.8484
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（案例）银行贷款：偏相关系数（案例）银行贷款：偏相关系数



保持 不变， 和 之间的相关系数：

保持 不变， 和 之间的相关系数：

保持 不变， 和 之间的相关系数：
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X3i Yi X2i

r12⋅3 = = = 0.6601
r12 − r13r23

√(1 − r2
13) (1 − r2

23)

0.84 − 0.7 × 0.85

√(1 − 0.72) (1 − 0.852)

X2i Yi X3i

r13.2 = = = −0.0542
r13 − r12r23

√(1 − r2
12) (1 − r2

23)

0.7 − 0.84 × 0.85

√(1 − 0.842) (1 − 0.852)

Yi X2i X3i

r23.1 = = = 0.6722
r23 − r12r13

√(1 − r2
12) (1 − r2

13)

0.85 − 0.84 × 0.7

√(1 − 0.842) (1 − 0.72)
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（案例）银行贷款：偏相关系数（案例）银行贷款：偏相关系数



对于前述loan.surplus与loan.bad进行相关系数显著性检验（Pearson）：

1）提出假设： 

2）计算样本统计量：

3）给定显著性水平 ，确定t理论分布值 

。

4）得到假设检验结论：因为t样本统计量大于t理论查表值，也即

因此拒绝原假设 ，认为变量loan.surplus（贷款余额）与loan.bad（不良

贷款）显著存在相关关系。
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H0 : ρ = 0;H1 : ρ ≠ 0

T ∗ = |r|√ = 0.84 × √ = 7.53
n − 2

1 − r2

25 − 2

1 − 0.842

α = 0.05

t1−α/2(n − 2) = t1−0.05/2(25 − 2) = t0.975(23) = 2.07

[T ∗ = 7.53] > [t0.975(23) = 2.07]

H0
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（案例）银行贷款：相关系数显著性检验(手算)（案例）银行贷款：相关系数显著性检验(手算)



我们可以使用R软件函数cor.test()对上述两个变量进行相关系数显著性检验：

cor.test(df_rel1$loan.surplus, df_rel1$loan.bad,
         method = "pearson")

    Pearson's product-moment correlation

data:  df_rel1$loan.surplus and df_rel1$loan.bad
t = 8, df = 23, p-value = 0.0000001
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
 0.67 0.93
sample estimates:
 cor 
0.84
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（案例）银行贷款：相关系数显著性检验(R软件)（案例）银行贷款：相关系数显著性检验(R软件)
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本节结束本节结束
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5.2 回归分析的基本思想5.2 回归分析的基本思想
相关关系VS因果关系相关关系VS因果关系

重要概念重要概念



从一组样本数据出发，确定变量之间的数学关系式。

对这些关系式的可信程度进行各种统计检验，并从影响某一特定变量的诸多变量

中找出哪些变量的影响显著，哪些不显著。

利用所求的关系式，根据一个或几个变量的取值来预测或控制另一个特定变量的

取值，并给出这种预测或控制的精确程度。
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线性回归分析线性回归分析



边际相关但是条件独立
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相关关系：边际相关与条件相关1相关关系：边际相关与条件相关1



边际独立但是条件相关
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相关关系：边际相关与条件相关2相关关系：边际相关与条件相关2



巧克力消费量与诺贝尔奖数量
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相关关系VS因果关系相关关系VS因果关系



治疗康复表

因果关系图
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相关关系VS因果关系：性别的作用相关关系VS因果关系：性别的作用



治疗康复表

因果关系图
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相关关系VS因果关系：血压的作用相关关系VS因果关系：血压的作用



60个家庭的收入和支出情况：假设的总体
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（案例）假想总体：60个家庭的收支数据（直观列表）（案例）假想总体：60个家庭的收支数据（直观列表）
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60个家庭的收入和支出情况：假设的总体
Mark G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9 G10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y1 55 65 79 80 102 110 120 135 137 150

Y2 60 70 84 93 107 115 136 137 145 152

Y3 65 74 90 95 110 120 140 140 155 175

Y4 70 80 94 103 116 130 144 152 165 178

Y5 75 85 98 108 118 135 145 157 175 180

Y6 88 113 125 140 160 189 185

Y7 115 162 191
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（案例）假想总体：60个家庭的收支数据（扁数据形态）（案例）假想总体：60个家庭的收支数据（扁数据形态）
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Showing 1 to 8 of 60 entries Previous 1 2 3 4 5 … 8 Next

60个家庭的收入和支出情况：假设的总体
id group X Y

1 1 80 55

2 1 80 60

3 1 80 65

4 1 80 70

5 1 80 75

6 2 100 65

7 2 100 70

8 2 100 74
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（案例）假想总体：60个家庭的收支数据（长数据形态）（案例）假想总体：60个家庭的收支数据（长数据形态）



无条件概率：

定义：不受 变量取值影响下， 出现的可能性。

记号：离散变量 ；连续变量 

无条件期望：

定义：不受 变量取值影响下，变量 的期望值。

记号： 表示连续变量的概率密度函数（cdf）

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.2 回归分析的基本思想

Xi Yi

P(Yi) g(Y )

Xi Yi

g(Yi)

E(Y ) =
N

∑
1

Yi ⋅ P(Yi) (discrete vars)

E(Y ) = ∫ Yi ⋅ g(Yi)dY (continue vars)
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重要概念：无条件概率和无条件期望重要概念：无条件概率和无条件期望



无条件概率和无条件期望
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（示例）无条件概率和无条件期望的示例计算（示例）无条件概率和无条件期望的示例计算
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E(Y ) =
N

∑
1

Yi ⋅ P(Yi)

=
60

∑
1

(55 ∗ + 60 ∗ + ⋯ + 191 ∗ )

=
60

∑
1

Yi

=

= 121.2

1

60

1

60

1

60

1

60

7272

60
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（示例）无条件期望的计算过程（示例）无条件期望的计算过程



条件概率：

定义：给定变量 的取值条件下， 出现的可能性。

记号：离散变量 ；连续变量 

条件期望：

在给定变量 的取值条件下， 的期望值。

记号： 表示连续变量的条件概率密度函数（cdf）
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Xi Yi

P(Yi|Xi) g(Y |X)

Xi Yi

g(Y |X)

E(Y |Xi) =
N

∑
1

(Yi|Xi) ⋅ P(Yi|Xi) (discrete vars)

E(Y |Xi) = ∫ (Y |X) ⋅ g(Y |X)dY (continue vars)
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重要概念：条件概率和条件期望重要概念：条件概率和条件期望



条件概率和条件期望
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（示例）条件概率和条件期望的计算（示例）条件概率和条件期望的计算
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E(Y |80) =
N

∑
1

Yi ⋅ P(Yi|X = 80)

=
5

∑
1

(55 ∗ + 60 ∗ + ⋯ + 75 ∗ )

=
5

∑
1

Yi

=

= 65

1

5

1

5

1

5

1

5

325

5
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（示例）条件期望的计算过程（示例）条件期望的计算过程



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.2 回归分析的基本思想 67 / 252

（示例）假想总体的全部数据展示（示例）假想总体的全部数据展示



var G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9 G10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

E(Y|X) 65 77 89 101 113 125 137 149 161 173
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（示例）给定不同X水平下Y条件期望值（示例）给定不同X水平下Y条件期望值



给定 水平下 条件期望值 = 89
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X = 120 Y E(Y |Xi = 120)
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（示例）给定不同X水平下Y条件期望值（示例）给定不同X水平下Y条件期望值



X的均值  =173.67和Y的无条件期望值  121.20
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X̄ E(Y ) =
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（示例）X均值和Y的无条件期望值（示例）X均值和Y的无条件期望值



几何：给定X值时Y的条件期望值的轨迹。

统计：实质上就是Y对X的回归。

总体回归曲线(Population Regression Curve，PRC)：条件期望值的轨迹表现为

一条曲线(Curve)。

总体回归线(Population Regression Line，PRL)：条件期望值的轨迹表现为一

条直线(Line)。
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重要概念：总体回归线（PRL）重要概念：总体回归线（PRL）



总体回归线PRL
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重要概念：总体回归线（PRL）重要概念：总体回归线（PRL）



总体回归函数（Population Regression Function，PRF）：它是对总体回归曲

线(PRC)的数学函数表现形式。

如果不知道总体回归曲线的具体形式，则总体回归函数PRF表达为如下隐函数形

式（PRF）：

如果总体回归曲线是直线形式，则总体回归函数PRF表达为如下显函数形式

（PRF_L）：

分别称为截距(intercept)和斜率系数(slope coefficient)。

称为总体参数或回归系数(regression coefficients)。

为未知但却是固定的参数。
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E(Y |Xi) = f(Xi) (PRF)

E(Y |Xi) = β1 + β2Xi (PRF_L)

β1,β2

β1,β2

β1,β2
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重要概念：总体回归函数（PRF）重要概念：总体回归函数（PRF）



总体回归线PRL与总体回归函数PRF
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重要概念：总体回归函数（PRF）重要概念：总体回归函数（PRF）



总体回归模型（Population Regression model, PRM）：把总体回归函数表达成

随机设定形式。

如果总体回归函数为隐函数，则总体回归模型记为：

如果总体回归函数为线性函数，则总体回归模型记为：

总体回归模型（PRM）属于计量经济学模型，而总体回归函数（PRF）是数量经济学

模型（或数学模型）。

总体回归模型（PRM）能充分表达的是现实世界中 变量的行为特征。
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Yi = E(Y |Xi) + ui

= f(Xi) + ui

Yi = E(Y |Xi) + ui

= β1 + β2Xi + ui

Yi
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重要概念：总体回归模型（PRM）重要概念：总体回归模型（PRM）



总体回归模型（PRM）设定下， 将由两个部分组成。

特定家庭的支出（ ） = 系统性部分（  + 随机部分（ ）

特定家庭的支出（ ） = 系统性部分（ ） + 随机部分（ ）

随机干扰项：

也被称为随机误差项(stochastic error term)：总体回归函数中忽略掉的

但又影响着Y的全部变量的替代物，它是 与条件期望（ ）的离

差。
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Yi

Yi E(Y |Xi) ui

Yi β1 + β2Xi ui

Yi E(Y |Xi)

ui = Yi − E(Y |Xi)
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重要概念：随机干扰项重要概念：随机干扰项



随机干扰项的来源：

理论的含糊：除了主变量之外，还有其它变量的影响，但不清楚，只能用𝜇_𝑖代替它

们。（家庭收入以外？）

数据的不充分：可能知道被忽略的变量，但不能得到这些变量的数量信息。（如家庭

财富数据不可得）

核心变量与其它变量：其它变量全部或其中一些合起来影响还是很小的。（如子女、

教育、性别、宗教等）

人类行为的内在随机性。（客观存在、固有的）

变量被“移花接木”而产生测量误差（如弗里德曼的持久收入和消费）

节省原则：为了保持一个尽可能简单的回归模型

错误的函数形式：有时根据数据及经验无法确定一个正确的函数形式 （多元回归尤

其如此）
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重要概念：随机干扰项重要概念：随机干扰项



为何是“随机的”？

测不准？（误差）

测错了？（误导）

免不了!（内在性）

拥抱随机世界

风筝： 

风筝线： 

风： 
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Yi

E(Y |Xi)

ui
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重要概念：随机干扰项重要概念：随机干扰项



若给定一个特定家庭 ，则条件期望为 
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(Xi = 120,Yi = 79) E(Y |120) = 89
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重要概念：理解PRM和PRF的关系重要概念：理解PRM和PRF的关系



若给定 ，则5个家庭的真实消费支出分别为：
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Xi = 120

(Y1|X = 120) = 79 = β1 + β2 ⋅ 120 + u1

(Y2|X = 120) = 84 = β1 + β2 ⋅ 120 + u2

(Y3|X = 120) = 90 = β1 + β2 ⋅ 120 + u3

(Y4|X = 120) = 94 = β1 + β2 ⋅ 120 + u4

(Y5|X = 120) = 98 = β1 + β2 ⋅ 120 + u5
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重要概念：理解PRM和PRF的关系重要概念：理解PRM和PRF的关系



主要结论：

总体期望刻画总体的“趋势”，总体回归线让“趋势”直观化。

个体随机性是不可避免的，总会“游离”于“趋势”之外。

随机干扰项 𝑖携带了随机个体的“游离”信息。

总体回归模型既“提取”了趋势和规律性，又“维系”着个体随机性，从而更好地表

达了“真实世界”。

课后思考：

如果是无限总体，总体的规律性在理论上也是可以被严格表达出来么？

如果不告诉你总体，你怎么知道“触碰”到的是“真实的”趋势/规律？

从假想的60个家庭的微型总体中，“随便”抽取10个家庭的数据，你还能看到“直

线”趋势么？
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ui
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重要概念：理解PRM和PRF的关系重要概念：理解PRM和PRF的关系



“线性回归模型”中“线性”一词的含义

变量“线性”模型：因变量对于自变量是线性的。

参数“线性”模型：因变量对于参数是线性的。
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重要概念：“线性”的含义重要概念：“线性”的含义



下列模型分别属于哪一类？请指出来：
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Yi = β1 + β2Xi + ui (mod1)

Yi = β1 + β2Xi + β3X
2
i + ui (mod2)

Yi = β1 + β2Xi + β3X
2
i + β4X

3
i + ui (mod3)

Yi = β1 + β2 + ui (mod4)
1

Xi

Yi = β1 + β2ln(Xi) + ui (mod5)

ln(Yi) = β1 + β2Xi + ui (mod6)
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（测试题）“线性”的含义（测试题）“线性”的含义



下列模型分别属于哪一类？请指出来：
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ln(Yi) = β1 − β2 + ui (mod7)
1

Xi

ln(Yi) = ln(β1) + β2ln(Xi) + ui (mod8)

Yi = (mod9)
1

1 + e(β1+β2X2i+ui)

Yi = β1 + (0.75 − β1)e−β2(Xi−2) + ui (mod10)

Yi = β1 + β3
2Xi + ui (mod11)
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（测试题）“线性”的含义（测试题）“线性”的含义



样本(Sample)：

从总体中随机抽取得到的数据。

样本回归线(Sample Regression Line，SRL)：

是通过拟合样本数据得到的一条曲线（或直线）。换言之，这条线由拟合值 连接

而成。

是对条件期望值 的拟合。

拟合方法有很多，例如采用OLS方法对样本数据进行拟合。

尽可能拟合数据

用什么方法拟合？

曲线是什么形态？
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Ŷ i

Ŷ i Y |Xi
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重要概念：样本回归线(SRL)重要概念：样本回归线(SRL)



样本回归函数(Sample Regression Function，SRF)：是样本回归曲线的数学函

数形式，可是是线性的或非线性。如果是直线则可以写成：

对比总体回归函数（PRF）：

可以认为：

是对 的估计量。

是对 的估计量。

是对 的估计量。
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Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi

E(Y |Xi) = β1 + β2Xi

Ŷ i E(Y |Xi)

β̂1 β1

β̂2 β2
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重要概念：样本回归函数(SRF)重要概念：样本回归函数(SRF)



var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 65 88 90 93 107 140 140 157 165 185
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（示例）第一份随机样本：抽样（示例）第一份随机样本：抽样



var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 65 88 90 93 107 140 140 157 165 185
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（示例）第一份随机样本：数据（示例）第一份随机样本：数据



var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 65 88 90 93 107 140 140 157 165 185
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（示例）第一份随机样本：SRL（示例）第一份随机样本：SRL



根据第一份随机样本拟合得到的样本回归函数SRF：

样本数据如下：

var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 65 88 90 93 107 140 140 157 165 185
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Ŷ = + 13.38 + 0.64X
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（示例）第一份随机样本：SRF（示例）第一份随机样本：SRF



var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 55 70 90 108 125 135 136 135 155 178
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（示例）第二份随机样本：抽样（示例）第二份随机样本：抽样



var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 55 70 90 108 125 135 136 135 155 178
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（示例）第二份随机样本：数据（示例）第二份随机样本：数据



var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 55 70 90 108 125 135 136 135 155 178
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（示例）第二份随机样本：SRL（示例）第二份随机样本：SRL



根据第二份随机样本拟合得到的样本回归函数SRF：

样本数据如下：

var n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10

X 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Y 55 70 90 108 125 135 136 135 155 178
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Ŷ = + 14.59 + 0.61X
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（示例）第二份随机样本：SRF（示例）第二份随机样本：SRF
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（示例）两份样本同时出现（示例）两份样本同时出现



样本回归模型（Sample Regression Model，SRM）：把样本回归函数表现为“随

机”形式。

如果样本回归函数为隐函数，则样本回归模型可记为：

如果样本回归函数表现为直线，则样本回归模型可记为：

其中， 表示残差（Residual）
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Yi = g(Xi) + ei

Yi = β̂1 + β̂2Xi + ei (SRM_L)

ei
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重要概念：样本回归模型（SRM）重要概念：样本回归模型（SRM）



残差（Residual）：

定义：是样本回归函数与Y的样本观测值之间的离差。

记号：
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ei = Yi − Ŷ i

= Yi − (β̂1 + β̂2Xi)
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重要概念：残差重要概念：残差



给定 ，样本2的观测值  ；拟合值  161.6；残差 

 -6.6。
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xi = 240 Yi = 240 Ŷ i =

ei = Yi − Ŷ i =
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重要概念：理解SRF和SRM的关系重要概念：理解SRF和SRM的关系



为何不同？继承性和变异性
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重要概念：样本回归与总体回归的比较重要概念：样本回归与总体回归的比较



总体回归函数PRF:

总体回归模型PRM:

样本回归函数SRF:

样本回归模型SRM:

思考：

PRF无法直接观测，只能用SRF近似替代

估计值与观测值之间存在偏差

SRF又是怎样决定的呢?

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.2 回归分析的基本思想

E(Y |Xi) = β1 + β2Xi (PRF)

Yi = β1 + β2Xi + ui (PRM)

Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi (SRF)

Yi = β̂1 + β̂2Xi + ei (SRM)
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重要概念：样本回归与总体回归的比较重要概念：样本回归与总体回归的比较



总结：

随机抽样数据继承了总体的特征。

利用随机样本进行数据拟合是对总体规律的“反向追踪”。

样本回归模型中的残差是拟合不完全的产物。

思考：

怎样来判定对随机样本的一次数据拟合是更优的？

存不存在一种“最优”的拟合方法？

课后作业：

请把162名同学的拟合线进行平均化处理（截距和斜率取均值），绘制得到一条“回

归线”。

你认为是这根平均化的“回归线”与真相更逼近么？
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重要概念：样本回归与总体回归的比较重要概念：样本回归与总体回归的比较
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本节结束本节结束
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5.3 OLS方法与参数估计5.3 OLS方法与参数估计
普通最小二乘法（OLS）普通最小二乘法（OLS）

参数估计参数估计

估计精度估计精度

区间估计区间估计



总体回归： 样本回归：

我们如何估计回归函数中的系数？

首先需要回答的问题是，我们该如何估计得出样本回归函数中的系数？事实上，

方法有多种多样：

图解法：比较粗糙，但提供了基本的视觉认知

最小二乘法(order lease squares, OLS)：最常用的方法

最大似然法(maximum likelihood, ML)

矩估计方法(Moment method, MM)
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{ E(Y |Xi) = β1 + β2Xi (PRF)

Yi = β1 + β2Xi + ui (PRM) {
Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi (SRF)

Yi = β̂1 + β̂2Xi + ei (SRM)

104 / 252

普通最小二乘法（OLS）：引子普通最小二乘法（OLS）：引子



总体回归函数PRF:

总体回归模型PRM:

样本回归函数SRF:

样本回归模型SRM:

思考：

PRF无法直接观测，只能用SRF近似替代

估计值与观测值之间存在偏差

SRF又是怎样决定的呢?

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.3 OLS方法与参数估计

E(Y |Xi) = β1 + β2Xi

Yi = β1 + β2Xi + ui

Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi

Yi = β̂1 + β̂2Xi + ei
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普通最小二乘法（OLS）：回顾和比较普通最小二乘法（OLS）：回顾和比较



认识普通最小二乘法的原理：一个图示

最小二乘法的原理
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普通最小二乘法（OLS）：原理普通最小二乘法（OLS）：原理



OLS的基本原理：残差平方和最小化。
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ei = Yi − Ŷ i

= Yi − (β̂1 + β̂2Xi)

Q = ∑ e2
i

= ∑ (Yi − Ŷ i)
2

= ∑(Yi − (β̂1 + β̂2Xi))
2

≡ f(β̂1, β̂2)

Min(Q) = Min(f(β̂1, β̂2))
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普通最小二乘法（OLS）：原理普通最小二乘法（OLS）：原理



假设存在下面所示的4组观测值 ：

数值试验：数据
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(Xi,Yi)

108 / 252

（示例） 普通最小二乘法（OLS）的一个数值试验（示例） 普通最小二乘法（OLS）的一个数值试验



假设猜想两个SRF，完成下表计算，并分析哪个SRF给出的 要更好？

数值试验：计算
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(β̂1, β̂2)

SRF1：Ŷ 1i = β̂1 + β̂2Xi = 1.572 + 1.357Xi

SRF2：Ŷ 2i = β̂1 + β̂2Xi = 3.0 + 1.0Xi
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（示例） 普通最小二乘法（OLS）的一个数值试验（示例） 普通最小二乘法（OLS）的一个数值试验



最小化求解：

方程组变形，得到正规方程组：
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Min(Q) = Min(f(β̂1, β̂2))

= Min(∑(Yi − (β̂1 + β̂2Xi))
2
)

= Min∑(Yi − β̂1 − β̂2Xi)
2

⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑[β̂1 − (Yi − β̂2Xi)] = 0

∑[X2
i β̂2 − (Yi − β̂1)Xi] = 0

{
∑Yi − nβ̂1 − (∑Xi)β̂2 = 0

∑XiYi − (∑Xi)β̂1 − (∑X2
i )β̂2 = 0
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参数估计：回归参数的OLS点估计参数估计：回归参数的OLS点估计



进而得到回归系数的计算公式1（Favorite Five，FF）：
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⎧⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩

β̂2 =

β̂1 =

(FF solution)

n∑XiYi − ∑Xi∑Yi

n∑X2
i − (∑Xi)

2

n∑X2
i Yi − ∑Xi∑XiYi

n∑X2
i − (∑Xi)

2
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参数估计：回归参数的OLS点估计参数估计：回归参数的OLS点估计



此外我们也可以得到如下的离差公式(favorite five，ff)

其中离差计算 。
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⎧⎪
⎨
⎪⎩

β̂2 =

β̂1 = Ȳ i − β̂2X̄i

(ff solution)

∑xiyi

∑x2
i

xi = Xi − X̄;  yi = Yi − Ȳ
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参数估计：回归参数的OLS点估计参数估计：回归参数的OLS点估计



以下式子为什么是等价的？你能推导出来么？
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⎧⎪ ⎪
⎨
⎪ ⎪⎩

∑xiyi = ∑ [(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )] = ∑XiYi − ∑Xi∑Yi

∑x2
i = ∑ (Xi − X̄)2 = ∑X2

i − (∑Xi)
2

1

n
1

n
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（测试题）（测试题）



PRM公式变形：

残差公式变形：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.3 OLS方法与参数估计

Yi= β1−β2Xi + ui (PRM)⇒

Ŷ = β1−β2X̄ + ū
} ⇒

yi = β2xi + (ui − ū)

ei = yi − β̂2xi

ei = β2xi + (ui − ū) − β̂2xi
} ⇒

ei = −(β̂2 − β2)xi + (ui − û)
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参数估计：随机干扰项参数的OLS点估计参数估计：随机干扰项参数的OLS点估计



求解残差平方和：

求残差平方和的期望：
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∑ e2
i = (β̂2 − β2)2 ∑x2

i +∑ (u − ū)2 − 2(β̂2 − β2)∑xi(u − ū)

E(∑ e2
i ) = ∑x2

iE [(β̂2 − β2)2]+ E [∑ (u − ū)2]

+ 2E [(β̂2 − β2)∑xi(u − ū)]

≡ A + B + C

= σ2 + (n − 1)σ2 − 2σ2

= (n − 2)σ2
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参数估计：随机干扰项参数的OLS点估计参数估计：随机干扰项参数的OLS点估计



回归误差方差（Deviation of Regression Error）：

采用OLS方法下，总体回归模型PRM中随机干扰项 的总体方差的无偏估计

量，记为 ，简单地记为 。

回归误差标准差（Standard Deviation of Regression Error）：有时候也记为

se。
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ui

E(σ2) ≡ σ̂2 σ̂2

σ̂
2 =

∑ e2
i

n − 2

σ̂ = √ ∑ e2
i

n − 2
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参数估计：随机干扰项参数的OLS点估计参数估计：随机干扰项参数的OLS点估计
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A = ∑x2
iE [(β̂2 − β2)2]

= ∑[x2
i ⋅ var(β̂2)]

= var(β̂2) ⋅∑x2
i

= ⋅∑x2
i

= σ2

σ2

∑x2
i
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（附录）A过程证明（附录）A过程证明



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.3 OLS方法与参数估计

B = E [∑ (u − ū)2] = E(∑u2
i ) − 2E [∑ (uiū)]+ nE(ū2)

= n ⋅ V ar(ui) − 2E [∑ (ui ⋅ )]+ nE( )2

= nσ2 − 2E [ ∑ui]+ E [ ]

= nσ2 − E [(∑ui)
2/n] = nσ2 −

= nσ2 − = nσ2 − σ2 = (n − 1)σ2

∑ui

n

∑ui

n

∑ui

n

(∑ui)2

n

E(u2
i ) + E(u2

2) + ⋯ + E(u2
n))

n
nV arui

n

118 / 252

（附录）B过程证明（附录）B过程证明



其中：
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C = −2E [(β̂2 − β2)∑xi(ui − ū)]

= −2E [ (∑xiui − ū∑xi)]

= −2E [ ]

= −2E [(β̂2 − β2)2] = −2σ2

∑xiui

∑x2
i

(∑xiui)
2

∑x2
i

β̂2 = ∑ kiYi = ∑ ki(β1 + β2Xi + ui) = β1 ∑ ki + β2 ∑ kiXi +∑ kiui = β2 +∑ kiui

β̂2 − β2 = ∑ kiui =
∑xiui

∑x2
i
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（附录）C过程证明（附录）C过程证明



obs ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` `

1 6.00 4.46 26.74 36.00 19.86 -6.00 -4.22 25.31 36.00 17.79

2 7.00 5.77 40.39 49.00 33.29 -5.00 -2.90 14.52 25.00 8.44

3 8.00 5.98 47.83 64.00 35.74 -4.00 -2.70 10.78 16.00 7.27

4 9.00 7.33 65.99 81.00 53.75 -3.00 -1.34 4.03 9.00 1.80

5 10.00 7.32 73.18 100.00 53.56 -2.00 -1.36 2.71 4.00 1.84

6 11.00 6.58 72.43 121.00 43.35 -1.00 -2.09 2.09 1.00 4.37

7 12.00 7.82 93.82 144.00 61.12 0.00 -0.86 -0.00 0.00 0.73

8 13.00 7.84 101.86 169.00 61.39 1.00 -0.84 -0.84 1.00 0.70

9 14.00 11.02 154.31 196.00 121.49 2.00 2.35 4.70 4.00 5.51

10 15.00 10.67 160.11 225.00 113.93 3.00 2.00 6.00 9.00 4.00

11 16.00 10.84 173.38 256.00 117.42 4.00 2.16 8.65 16.00 4.67

12 17.00 13.62 231.46 289.00 185.37 5.00 4.94 24.70 25.00 24.41

13 18.00 13.53 243.56 324.00 183.09 6.00 4.86 29.14 36.00 23.58

sum 156.00 112.77 1485.04 2054.00 1083.38 0.00 0.00 131.79 182.00 105.12
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Xi Yi XiYi X2
i Y 2

i xi yi xiyi x2
i y2

i
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（案例）计算表FF和ff（案例）计算表FF和ff



公式1: （Favorite Five，FF形式）
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β̂2 =

= = 0.7241

n∑XiYi − ∑Xi∑Yi

n∑X2
i − (∑Xi)

2

13 ∗ 1485.04 − 156 ∗ 112.771

13 ∗ 2054 − 1562

β̂1 = Ȳ − β̂2X̄ = 8.6747 − 0.7241 ∗ 12 = −0.0145

121 / 252

（案例）计算回归系数（案例）计算回归系数



公式2：（离差形式，favorite five，ff形式）
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β̂2 = = = 0.7241
∑xiyi

∑x2
i

131.786

182

β̂1 = Ȳ − β̂2X̄ = 8.6747 − 0.7241 ∗ 12 = −0.0145

122 / 252

（案例）计算回归系数（案例）计算回归系数



huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.3 OLS方法与参数估计

Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi = −0.0145 + 0.7241Xi
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（案例）样本回归方程SRF（案例）样本回归方程SRF
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（案例）样本回归线SRL（案例）样本回归线SRL
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（案例）样本回归线SRL（案例）样本回归线SRL



obs ` ` ` ` ` ` ` `

1 6 4.5 4.3 0.127

2 7 5.8 5.1 0.716

3 8 6.0 5.8 0.200

4 9 7.3 6.5 0.829

5 10 7.3 7.2 0.092

6 11 6.6 8.0 -1.366

7 12 7.8 8.7 -0.857

8 13 7.8 9.4 -1.564

9 14 11.0 10.1 0.899

10 15 10.7 10.8 -0.173

11 16 10.8 11.6 -0.735

12 17 13.6 12.3 1.320

13 18 13.5 13.0 0.512

sum 156 112.8 112.8 0.000

根据以上样本回归方程，可以计算得

到 的回归拟合值 ，以及回归残

差 。
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Xi Yi Ŷ i ei

Yi Ŷ i

ei

Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi

ei = Yi − Ŷ i
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（案例）计算得到拟合值和残差（案例）计算得到拟合值和残差



回归误差方差 

回归误差标准差 ：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.3 OLS方法与参数估计

σ̂2

σ̂
2 = = = 0.8812

∑ e2
i

(n − 2)

9.693

11

σ̂

σ̂ = √ = √0.8812 = 0.9387
∑ e2

i

(n − 2)
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（案例）计算回归误差方差和标准差（案例）计算回归误差方差和标准差



理解OLS方法下的“估计值”与“估计量”

回归系数的计算公式1（Favorite Five，FF）：

如果给出的参数估计结果是由一个具体样本资料计算出来的，它是一个“估计值”，

或者“点估计”，是参数估计量的一个具体数值；

如果把上式看成参数估计的一个表达式，那么，则它是 的函数，而 是随

机变量，所以参数估计也是随机变量，在这个角度上，称之为“估计量”。
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⎧⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩

β̂2 =

β̂1 =

(FF solution)

n∑XiYi − ∑Xi∑Yi

n∑X2
i − (∑Xi)

2

n∑X2
i Yi − ∑Xi∑XiYi

n∑X2
i − (∑Xi)

2

(Xi,Yi) Yi
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参数估计：“估计值”与“估计量”参数估计：“估计值”与“估计量”



OLS估计量是纯粹由可观测的(即样本)量(指X和Y)表达的，因此它们很容易计

算。

它们是点估计量(point estimators)，即对于给定样本，每个估计量仅提供有关

总体参数的一个(点)值 。

一旦从样本数据得到OLS估计值，便容易画出样本回归线。
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*

注：我们以后还将考虑区间估计量(interval Estimators)
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参数估计：SRF和SRM的特征参数估计：SRF和SRM的特征



特征1：样本回归线一定会经过样本均值点 ：

特征2： 的估计值( )的均值( )等于Y的样本均值( )
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(X̄, Ȳ )

Ȳ = β̂1 + β̂2X̄

Yi Ŷ i
¯̂
Yi Ȳ

Ŷi = β̂1 + β̂2X̄

= (Ȳ − β̂2X̄) + β̂2Xi

= Ȳ − β̂2(Xi − X̄)

⇒ 1/n∑ Ŷi = 1/n∑ Ȳ − β̂2(Xi − X̄)

⇒ ¯̂
Yi = Ȳ
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参数估计：SRF和SRM的特征参数估计：SRF和SRM的特征



特征3：残差的均值( )为零：
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ēi

∑[β̂1 − (Yi − β̂2Xi)] = 0

∑[Yi − β̂1 − β̂2Xi)] = 0

∑ (Yi − Ŷ i) = 0

∑ ei = 0

ēi = 0
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参数估计：SRF和SRM的特征参数估计：SRF和SRM的特征



特征4：SRM和SRF可以写成离差形式：
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Yi= β̂1 + β̂2Xi + ei

Ȳ = β̂1 + β̂2X̄
} ⇒

Yi − Ȳ = β̂2(Xi − X̄) + ei ⇒

yi = β̂2xi + ei  (SRM-dev)

Ŷ i= β̂1 + β̂2Xi

Ȳ = β̂1 + β̂2X̄
} ⇒

Ŷ i − Ȳ = β̂2(Xi − X̄) ⇒

ŷ i = β̂2xi  (SRF-dev)
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参数估计：SRF和SRM的特征参数估计：SRF和SRM的特征



特征5：残差( )和 的拟合值( )不相关

特征6：残差( )和自变量( )不相关
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ei Yi Ŷi

Cov(ei, Ŷi) = E [(ei − E(ei)) ⋅ (Ŷi − E(Ŷi))] = E(ei ⋅ ŷi)

= ∑(ei ⋅ β̂2xi)

= ∑[(yi − β̂2xi) ⋅ β̂2xi]

= β̂2 ∑[(yi − β̂2xi) ⋅ xi]

= β̂2 ∑[(yixi − β̂2x
2
i )]

= β̂2 ∑xiyi − β̂
2

2 ∑x2
i ⇐ β̂2 =

= β̂
2

2 ∑x2
i − β̂2

2
∑x2

i = 0

∑xiyi

x2
i

ei Xi
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参数估计：SRF和SRM的特征参数估计：SRF和SRM的特征



离差定义与符号：

PRM及其离差形式：
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xi = Xi − X̄

yi = Yi − Ȳ

ŷ i = Ŷ i − ¯̂
Y i = Ŷ i − Ȳ

Yi= β1 + β2Xi + ui

Ȳ = β1 + β2X̄ + ū
} ⇒

Yi − Ȳ = β2xi + (ui − ū) ⇒

yi = β̂2xi + (ui − ū)  (PRM-dev)
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参数估计：离差公式参数估计：离差公式



SRM及其离差形式： SRF及其离差形式：

残差的离差形式：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.3 OLS方法与参数估计

Yi= β̂1 + β̂2Xi + ei

Ȳ = β̂1 + β̂2X̄
} ⇒

Yi − Ȳ = β̂2(Xi − X̄) + ei ⇒

yi = β̂2xi + ei

Ŷ i= β̂1 + β̂2Xi

Ȳ = β̂1 + β̂2X̄
} ⇒

Ŷ i − Ȳ = β̂2(Xi − X̄) ⇒

ŷ i = β̂2xi 

yi = β̂2xi + ei (SRM-dev) ⇒

ei = yi − β̂2xi  (residual-dev)
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参数估计：离差公式参数估计：离差公式



内容小结：

普通最小二乘方法（OLS）采用“铅垂线距离平方和最小化”的思想，来拟合一条样

本回归线，进而求解出模型参数估计量。

大家需要很熟练地记住OLS参数估计量公式，以及它们的几大重要特征！

思考讨论：

OLS采用的“铅垂线距离平方和最小化”这一方案，凭什么它被奉为计量分析的经典

方法？你觉得还有其他可行替代方案么？

回归标准误差 的现实含义是什么？回归参数估计与随机干扰项的方差估计有什么

内在联系么？

OLS方法的几个特征，是不是使它“天生丽质”、“娘胎里生下来就含着金钥匙”？

为什么能这么说？
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se
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参数估计：思考与讨论参数估计：思考与讨论



我们已经使用OLS方法分别得到总体回归模型(PRM)的3个重要参数（实际不止3

个）的点估计量：

问题是：我们如何知道OLS方法点估计量是否可靠？OLS方法的点估计量是否稳定？

OLS方法的点估计量是否可信？

因此，我们需要找到一种表达OLS方法估计稳定性或估计精度的指标！

点估计量的方差（variance）和标准差（standard deviation）就是衡量估

计稳定性或估计精度的一类重要指标！
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Yi = β1 + β2Xi + ui

β̂2 = ; β̂1 = Ȳ i − β̂2X̄i; σ̂
2 =

∑xiyi

∑x2
i

∑ e2
i

n − 2
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估计精度：引子估计精度：引子



斜率系数( )的总体方差( )和

总体标准差( )：

其中， 表示随机

干扰项 的总体方差。

斜率系数( )的样本方差( )和

样本标准差( )：

其中， 表示

对随机干扰项（ ）的总体方

差的无偏估计量。
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β̂2 σ2
β̂2

σ
β̂2

V ar(β̂2) ≡ σ2

β̂2

=

σ
β̂2

= √

σ2

∑x2
i

σ2

∑x2
i

V ar(ui) ≡ σ2

ui

β̂2 S2
β̂2

S
β̂2

S2

β̂2

=

S
β̂2

= √

σ̂
2

∑x2
i

σ̂
2

∑x2
i

E(σ2) = σ̂2 =
∑ e2

i

n−2

ui
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估计精度：斜率系数的方差和样本方差估计精度：斜率系数的方差和样本方差



步骤1 的变形：

其中， 。
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β̂2

β̂2 = =

=

= ← [∑xi = ∑ (Xi − X̄) = 0]

= ∑( ⋅ Yi) ← [ki ≡ ]

= ∑ kiYi

∑xiyi

∑x2
i

∑[xi(Yi − Ȳ )]

∑x2
i

∑xiYi − ∑xiȲ

∑x2
i

∑xiYi − Ȳ ∑xi

∑x2
i

xi

∑x2
i

xi

∑x2
i

ki ≡ xi

∑x2
i
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（附录）证明过程1（附录）证明过程1



步骤2：计算 的总体方差（ ）：

其中， 表示随机干扰项 的总体方差。
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β̂2 σ2
β̂2

σ2

β̂2

≡ V ar(β̂2) = V ar(∑ kiYi)

= ∑ (k2
iV ar(Yi))

= ∑ (k2
iV ar(β1 + β2Xi + ui))

= ∑ (k2
iV ar(ui)) ← [ki ≡ ]

= ∑
⎛
⎝

( )
2

⋅ σ2
⎞
⎠

=

xi

∑x2
i

xi

∑x2
i

σ2

∑x2
i

V ar(ui) ≡ σ2 ui
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（附录）证明过程2（附录）证明过程2



截距系数( )的总体方差( )和

总体标准差( )：

其中， 表示随机

干扰项 的总体方差。

截距系数 的样本方差 和

样本标准差 ：

其中， 表示

对随机干扰项 的总体方差

的无偏估计量。
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β̂1 σ2
β̂1

σ
β̂1

V ar(β̂1) ≡ σ2

β̂1

= ⋅

σ
β̂1

= √ ⋅

∑X2
i

n

σ2

∑x2
i

∑X2
i

n

σ2

∑x2
i

V ar(ui) ≡ σ2

(ui)

(β̂1) (S2
β̂1

)

(S
β̂1

)

S2
β̂1

= ⋅

S
β̂1

= √ ⋅

∑X2
i

n

σ̂
2

∑x2
i

∑X2
i

n

σ̂
2

∑x2
i

E(σ2) = σ̂2 =
∑ e2

i

n−2

(ui)
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估计精度：截距系数的方差和样本方差估计精度：截距系数的方差和样本方差



步骤1 的变形：

其中：令 
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β̂1

β̂1 = Ȳ i − β̂2X̄i ← [β̂2 = ∑ kiYi]

= ∑Yi −∑ (kiYi ⋅ X̄)

= ∑(( − kiX̄) ⋅ Yi) ← [wi ≡ − kiX̄]

= ∑wiYi

1

n
1

n

1

n

wi ≡ − kiX̄
1
n
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（附录）证明过程1（附录）证明过程1



步骤2计算 的总体方差（ ）：
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β̂1 σ2
β̂1

σ2

β̂1

≡ V ar(β̂1) = V ar(∑wiYi)

= ∑ (w2
iV ar(β1 + β2Xi + ui)) ← [wi ≡ − kiX̄]

= ∑(( − kiX̄)
2

V ar(ui))

= σ2 ⋅∑( − + k2
i X̄

2) ← [∑ ki = ∑( ) = = 0]

= σ2 ⋅ ( + X̄
2 ∑ k2

i) ← [ki ≡ ]

= σ2 ⋅
⎛
⎝

+ X̄
2 ∑( )

2⎞
⎠

1

n

1

n

1

n2

2X̄ki

n

xi

∑x2
i

∑xi

∑x2
i

1

n

xi

∑x2
i

1

n

xi

∑x2
i
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（附录）证明过程2（附录）证明过程2



步骤2计算 的总体方差（ ）（续前）：
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β̂1 σ2
β̂1

= σ2 ⋅ ( + X̄
2 )

= σ2 ⋅ ( + )

= ⋅ σ2 ← [∑x2
i + nX̄

2
= ∑ (Xi − X̄)2 + nX̄

2
= ∑X2

i ]

= ⋅

1

n

∑x2
i

(∑x2
i )

2

1

n

X̄
2

∑x2
i

∑x2
i + nX̄

2

n∑x2
i

∑X2
i

n

σ2

∑x2
i
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（附录）证明过程2（续）（附录）证明过程2（续）



现在做一个内容小结：

为了衡量OLS方法的点估计量是否稳定或是否可信，我们一般采用方差和标准差指标

来表达。

大家应熟记斜率和截距估计量的总体方差和样本方差最终公式。

请大家思考如下问题：

总体方差和样本方差都是确定的数么？

二者分别受那些因素的影响？二者又有什么联系？

证明过程中，约定的 和 ，有什么特征？
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ki wi

{
∑ ki = 0

∑ kiXi = 1
{

∑wi = 1

∑wiXi = 0
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估计精度：小结与思考估计精度：小结与思考



对于“教育程度案例”，利用FF-ff计算表，以及我们已算出的如下计算量：

回归误差方差：  0.8812。

则可以进一步计算出，回归系数的样本方差的标准差分别为：
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σ̂2 =

S2

β̂2

= = = 0.0048

S
β̂2

= √ = √0.0048 = 0.0696

σ̂
2

∑x2
i

0.8812

182

σ̂
2

∑x2
i

S2

β̂1

= = = 0.765

S
β̂1

= √ = √0.765 = 0.8746

∑X2
i

n

σ̂2

∑x2
i

2054

13

0.8812

182

∑X2
i

n

σ̂
2

∑x2
i
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（案例）计算回归系数的样本方差（案例）计算回归系数的样本方差
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β̂2 ∼ N(μ
β̂2

,σ2

β̂2

) ← [μ
β̂2

= β2; σ2
β̂2

= ]
σ2

∑x2
i

Z = = = = ← Z ∼ N(0, 1)
(β̂2 − β2)

√var(β̂2)

(β̂2 − β2)

√σ2
β2

β̂2 − β2

σ
β̂2

(β̂2 − β2)

√ σ2

∑x2
i

T = = = ← T ∼ t(n − 2)
(β̂2 − β2)

√S2
β2

β̂2 − β2

√S2
β2

β̂2 − β2

S
β̂2

S2

β̂2

= ; σ̂2 =
σ̂2

∑x2
i

∑ e2
i

n − 2

Pr[−tα/2,(n−2) ≤ T ≤ tα/2,(n−2)] = 1 − α

147 / 252

区间估计：斜率系数区间估计：斜率系数



因此， 的 置信上限和下限分别为：

的 置信区间为：
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Pr[−tα/2,(n−2) ≤ ≤ tα/2,(n−2)] = 1 − α
β̂2 − β2

S
β̂2

Pr[β̂2 − tα/2,(n−2) ⋅ S
β̂2

≤ β2 ≤ β̂2 + tα/2,(n−2) ⋅ S
β̂2
] = 1 − α

β2 100(1 − α)%

β̂2 ± tα/2 ⋅ S
β̂2

β2 100(1 − α)%

[β̂2 − tα/2 ⋅ S
β̂2

, β̂2 + tα/2 ⋅ S
β̂2
]
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区间估计：斜率系数区间估计：斜率系数
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β̂1 ∼ N(μ
β̂1

,σ2

β̂1

) ← [μ
β̂1

= β1; σ2
β̂1

= ]
∑X2

i

n

σ2

∑x2
i

Z = = = = ← Z ∼ N(0, 1)
(β̂1 − β1)

√var(β̂1)

(β̂1 − β1)

√σ2
β1

β̂1 − β1

σ
β̂1

(β̂1 − β1)

√ ⋅
∑X2

i

n
σ2

∑x2
i

T = = = ← T ∼ t(n − 2)
(β̂1 − β1)

S2

β̂1

β̂1 − β1

√S2
β1

β̂1 − β1

S
β̂1

S2

β̂1

= ⋅ ; σ̂2 =
∑X2

i

n

σ̂2

∑x2
i

∑ e2
i

n − 2

Pr[−tα/2,(n−2) ≤ T ≤ tα/2,(n−2)] = 1 − α

149 / 252

区间估计：截距系数区间估计：截距系数



因此， 的 置信上限和下限分别为：

的 置信区间为：
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Pr[−tα/2,(n−2) ≤ ≤ tα/2,(n−2)] = 1 − α
β̂1 − β1

S
β̂1

Pr[β̂1 − tα/2,(n−2) ⋅ S
β̂1

≤ β1 ≤ β̂1 + tα/2,(n−2) ⋅ S
β̂1
] = 1 − α

β1 100(1 − α)%

β̂1 ± tα/2 ⋅ S
β̂1

β1 100(1 − α)%

[β̂1 − tα/2 ⋅ S
β̂1

, β̂1 + tα/2 ⋅ S
β̂1
]
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区间估计：截距系数区间估计：截距系数



因此， 的 为：
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χ2 = (n − 2) ← χ2 ∼ χ2(n − 2)
σ̂

2

σ2

Pr(χ2
α/2 ≤ χ2 ≤ χ2

α/2) = 1 − α

Pr(χ2
α/2

≤ (n − 2) ≤ χ2
1−α/2

) = 1 − α
σ̂

2

σ2

Pr[(n − 2) ≤ σ2 ≤ (n − 2) ] = 1 − α
σ̂2

χ2
1−α/2

σ̂2

χ2
α/2

σ2 100(1 − α)%

[(n − 2) , (n − 2) ]
σ̂

2

χ2
1−α/2

σ̂
2

χ2
α/2
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区间估计：随机干扰项的方差区间估计：随机干扰项的方差



我们继续利用样本数据对教育和工资案例进行分析。

教育和工资案例的总体回归模型（PRM）如下：

教育和工资案例的总体回归模型（SRM）如下：
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Wagei = β1 + β2Edui + ui
Yi = β1 + β2Xi + ui

Ŵagei = β̂1 + β̂2Edui + ei

Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi + ei
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（案例）主模型（案例）主模型



我们之前已算出“教育程度案例”中的如下计算量：

回归系数：  -0.0145；  0.7241；  0.8812 。

回归误差方差：  0.8812。

回归系数的样本方差:  0.7650；  0.0048;

回归系数的样本标准差:  0.8746；  0.0696。

给定 ，我们可以查t分布表得到理论参照值： 

 2.2010
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β̂1 = β̂2 = σ̂
2 =

σ̂
2 =

S2
β̂1

= ⋅ =
∑X2

i

n
σ̂2

∑x2
i

S2
β̂2

= =σ̂2

∑x2
i

S
β̂1

= S
β̂2

=

α = 0.05, (1 − α)100% = 95%

tα/2(n − 2) = t0.05/2(11) =
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（案例）相关计算量（案例）相关计算量



下面我们进一步计算回归系数的置信区间：

那么，截距参数 的95%置信区间为：

那么，斜率参数 的95%置信区间为：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.3 OLS方法与参数估计

β1

β̂1 − tα/2 ⋅ S
β̂1

≤β1 ≤ β̂1 + tα/2 ⋅ S
β̂1

−0.0145 − 2.201 ∗ 0.8746 ≤β1 ≤ −0.0145 + 2.201 ∗ 0.8746

−1.9395 ≤β1 ≤ 1.9106

β2

β̂2 − tα/2 ⋅ S
β̂2

≤β2 ≤ β̂2 + tα/2 ⋅ S
β̂2

0.7241 − 2.201 ∗ 0.0696 ≤β2 ≤ 0.7241 + 2.201 ∗ 0.0696

0.5709 ≤β2 ≤ 0.8772
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（案例）回归系数的区间估计（案例）回归系数的区间估计



给定 

查卡方分布表可知：

 3.8157

 21.9200

们之前已算出回归误差方差  0.8812 。因此可以算出 的95%置信

区间为：
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α = 0.05, (1 − α)100% = 95%

χ2
α/2(n − 2) = χ2

0.05/2(11) = χ2
0.025(11) =

χ2
1−α/2

(n − 2) = χ2
1−0.05/2

(11) = χ2
0.975(11) =

σ̂2 = =
∑ e2

i

n−2 σ2

(n − 2) ≤ σ2 ≤ (n − 2)

11 ∗ ≤ σ2 ≤ 11 ∗

0.4422 ≤ σ2 ≤ 2.5403

σ̂
2

χ2
α

σ̂
2

χ2
1−α/2

0.8812

21.92

0.8812

3.8157
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（案例）随机干扰项方差的区间估计（案例）随机干扰项方差的区间估计
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5.4 假设检验5.4 假设检验
两种检验方法两种检验方法

回归系数t检验回归系数t检验

方差分解（ANOVA）方差分解（ANOVA）

模型整体显著性F检验模型整体显著性F检验



虚拟假设(null hypothesis) 

指定或声称的假设，如 

它是一个等待被挑战的“靶子”！

“稻草人”！

备择假设(alter hypothesis) 

简单备择假设 

复合备择假设 

假设检验（Hypothesis Testing）：某一给定的观测或发现与某声称的假设是否

相符？进行统计假设检验，就是要制定一套步骤和规则，以使决定接受或拒绝一

个虚拟假设（原假设）。

假设检验的具体方法：

置信区间检验（confidence interval）

显著性检验（test of significance）

课堂讨论：参数的置信区间检验和显著性检验有什么区别和联系？
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H0

H0 : β2 = 0

H1

H1 : β2 = 1.5

H1 : β2 ≠ 1.5
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假设检验：原理和思路假设检验：原理和思路



双侧或双尾检验（Two-sided or Two-Tail Test）

假设检验目的：估计的是否与上述相容?

决策规则：

构造一个 的 置信区间。

如果 在 假设下落入此区间，就不拒绝 。

如果它落在此区间之外，就要拒绝 。
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H0 : β2 = 0; H1 : β2 ≠ 0

β2 100(1 − α)%

β2 H0 H0

H0
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假设检验：置信区间检验法（双侧检验）假设检验：置信区间检验法（双侧检验）



对于斜率参数 的置信区间检验法。

步骤1：给出模型，并提出假设：

步骤2：给定 

步骤3：根据前述计算结果，计算斜率参数 的95%置信区间为：

步骤4：那么我们可以对斜率参数 做出如下检验判断：拒绝原假设 ，

接受 。认为，长期来看很多个区间 [0.5709,0.8772] 有95%的可能性不

包含0.5（ ）。
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β2

Yi = β1 + β2Xi + ui

H0 : β2 = 0.5; H1 : β2 ≠ 0.5

α = 0.05, (1 − α)100% = 95%

β2

β̂2 − tα/2 ⋅ S
β̂2

≤β2 ≤ β̂2 + tα/2 ⋅ S
β̂2

0.5709 ≤β2 ≤ 0.8772

β2 H0

H1

β2 ≠ 0.5
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（示例）教育程度与时均工资回归（示例）教育程度与时均工资回归



对于截距参数 的置信区间检验法。

步骤1：给出模型，并提出假设：

步骤2：给定 

步骤3：根据前述计算结果，计算截距参数 的95%置信区间为：

步骤4：那么我们可以对截距参数 做出如下检验判断：

不能拒绝原假设 ，暂时接受 。认为，长期来看很多个区间

[-1.9395,1.9106] 有95%的可能性包含0（ ）。
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β1

Yi = β1 + β2Xi + ui

H0 : β1 = 0; H1 : β1 ≠ 0

α = 0.05, (1 − α)100% = 95%

β1

β̂1 − tα/2 ⋅ S
β̂1

≤β1 ≤ β̂1 + tα/2 ⋅ S
β̂1

−1.9395 ≤β1 ≤ 1.9106

β1

H0 H0

β1 = 0
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（示例）教育程度与时均工资回归（示例）教育程度与时均工资回归



显著性检验方法( test-of-significance approach)：是一种用样本结果来证实

真伪的检验程序。

关键思路：

找到一个适合的检验统计量(test statistic) 。例如t统计量 统计量、F统计量

等。

知道该统计量在 下的抽样分布(pdf)。往往与待检验参数有关系。

计算样本统计量的值。也即能用样本数据快速计算出来，例如 。

查表找出给定显著性水平 下的理论统计量的临界值。例如 

 2.2010

比较样本统计量值和该临界值的大小。例如，比较 与 

做出拒绝还是接受 的判断。
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H0

χ2

H0

t∗
β̂2

=
β̂2

S
β̂2

α

t1−α/2(n − 2) = t0.975(11) =

t∗
β̂2

t0.975(11)

H0
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假设检验：显著性检验法假设检验：显著性检验法



对于截距参数 的显著性检验（t检验）。

步骤1：给出模型，并提出假设：

步骤2：构造合适的检验统计量
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β1

Yi = β1 + β2Xi + ui

H0 : β1 = 0; H1 : β1 ≠ 0

T = ← T ∼ t(n − 2)
β̂1 − β1

S
β̂1
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假设检验：截距参数的t检验假设检验：截距参数的t检验



步骤3：基于原假设 计算出样本统计量。

步骤4：给定显著性水平 下，查出统计量的理论分布值。

 2.2010
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H0

T = ← T ∼ t(n − 2)

t∗

β̂1

= ← H0 : β1 = 0

t∗
β̂1

= = −0.0165

β̂1 − β1

S
β̂1

β̂1

S
β̂1

−0.0145

0.8746

α = 0.05

t1−α/2(n − 2) = t1−0.05/2(13 − 2) = t0.975(11) =
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假设检验：截距参数的t检验假设检验：截距参数的t检验



步骤5：得到显著性检验的判断结论。

若 ，则 的t检验结果显著。换言之，在显著性水平 

下，应显著地拒绝原假设 ，接受备择假设 ，认为截距参数 

。

若 ，则 的t检验结果不显著。换言之，在显著性水平 

下，不能显著地拒绝原假设 ，只能暂时接受原假设 ，认为截距

参数 。

本例中，  0.0165 小于  2.2010。因此，认为 的t检验结

果不显著。

换言之，在显著性水平 下，不能显著地拒绝原假设 ，只能暂时接受

原假设 ，认为截距参数 。
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|t∗
β̂1

| > t1−α/2(n − 2) β1

α = 0.05 H0 H1

β1 ≠ 0

|t∗
β̂1

| < t1−α/2(n − 2) β1

α = 0.05 H0 H0

β1 = 0

|t∗
β̂1

| = t0.975(11) = β1

α = 0.05 H0

H0 β1 = 0
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假设检验：截距参数的t检验假设检验：截距参数的t检验



对于斜率参数 的显著性检验（t检验）。

步骤1：给出模型，并提出假设：

步骤2：构造合适的检验统计量
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β2

Yi = β1 + β2Xi + ui

H0 : β2 = 0; H1 : β2 ≠ 0

T = ← T ∼ t(n − 2)
β̂2 − β2

Sβ2
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假设检验：斜率参数的t检验假设检验：斜率参数的t检验



步骤3：基于原假设 计算出样本统计量。

步骤4：给定显著性水平 下，查出统计量的理论分布值。

 2.2010
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H0

T = ← T ∼ t(n − 2)

t∗

β̂2

= ← H0 : β2 = 0

t∗
β̂2

= = 10.4064

β̂2 − β2

S
β̂2

β̂2

S
β̂2

0.7241

0.0696

α = 0.05

t1−α/2(n − 2) = t1−0.05/2(13 − 2) = t0.975(11) =
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假设检验：斜率参数的t检验假设检验：斜率参数的t检验



步骤5：得到显著性检验的判断结论。

若 ，则 的t检验结果显著。换言之，在显著性水平 

下，应显著地拒绝原假设 ，接受备择假设 ，认为斜率参数 

。

若 ，则 的t检验结果不显著。换言之，在显著性水平 

下，不能显著地拒绝原假设 ，只能暂时接受原假设 ，认为斜率

参数 。

本例中，  10.4064 大于  2.2010。因此，认为 的t检验结

果显著。

换言之，在显著性水平 下，应显著地拒绝原假设 ，接受备择假设 

，认为斜率参数 。
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|t∗
β̂2

| > t1−α/2(n − 2) β2

α = 0.05 H0 H1

β2 ≠ 0

|t∗
β̂2

| < t1−α/2(n − 2) β2

α = 0.05 H0 H0

β2 = 0

|t∗
β̂2

| = t0.975(11) = β2

α = 0.05 H0

H1 β2 ≠ 0
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假设检验：斜率参数的t检验假设检验：斜率参数的t检验



我们可以回顾犯错误类型：

第I类错误：弃真错误 

第II类错误：取伪错误 

[给定样本容量时]如果我们要减少犯第I 类错误， 第II类错误就要增加；反之亦

然。

为什么选择显著性水平 通常固定在0.01、0.05、0.1水平上？

约定而已，并非神圣不可改变！

如何改变？？
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α = P(Z > Z0|H0 = True)

β = P(Z ≤ Z0|H1 = True)

α
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假设检验：显著性水平VS显著性概率假设检验：显著性水平VS显著性概率



精确的显著性概率水平p值：

对给定的样本算出一个检验统计量(如t统计量)，查到与之对应的概率：p值(p

value)或概率值(probability value)

不约定 ，而是直接求出犯错误概率p值，由读者自己去评判犯错误的可能性和代

价！！因人而异！！

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.4 假设检验

α
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假设检验：显著性水平VS显著性概率假设检验：显著性水平VS显著性概率



关于统计显著性与实际显著性。

不能一味追求统计显著性，有时候还需要考虑“实际显著性”的现实意义。

举例说明：

边际消费倾向(MPC)是指GDP每增加1美元带来消费的增加数；宏观理论表明收入

乘数为：1/(1-MPC)。

若MPC的95%置信区间为(0.7129,0.7306)，当样本表明MPC的估计值为 

（此时，即乘数为3.84），你怎样抉择！！！

关于置信区间方法和显著性检验方法的选择。

一般来说，置信区间方法优于显著性检验方法！

例如：假设MPC 显然荒谬的！
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M̂PC = 0.74

H0 : β2 = 0
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假设检验：实际操作中的若干问题假设检验：实际操作中的若干问题
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(Yi − Ȳ )= (Ŷ i − Ȳ )+(Yi − Ŷ i)

yi= ŷ i +ei
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方差分解（ANOVA）：Y变异的分解方差分解（ANOVA）：Y变异的分解



其中： 表示总离差平方和; 表示回归平方和; 表示残差差平

方和
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(Yi − Ȳ )= (Ŷ i − Ȳ )+(Yi − Ŷ i)

yi= ŷ i +ei

∑ y2
i = ∑ ŷ

2
i +∑ e2

i

TSS= ESS +RSS

TSS ESS RSS
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方差分解（ANOVA）：平方和分解方差分解（ANOVA）：平方和分解
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∑ y2
i = ∑ (ŷ iei)

2

= ∑ (ŷ2
i + 2ŷ iei + e2

i )

= ∑ ŷ
2
i + 2∑ ŷ iei +∑ e2

i

= ∑ ŷ
2
i + 2∑( ^(β2xi)ei)+∑ e2

i

= ∑ ŷ
2
i + 2β̂2 ∑ (xiei) +∑ e2

i ← [∑xiei = 0]

= ∑ ŷ
2
i +∑ e2

i
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（附录）：平方和分解证明过程（附录）：平方和分解证明过程



对于一元线性回归（双变量），方差分解的理论值如下：

变异来源 平方和符号SS 平方和计算公式
自由度
df

均方和符号MSS 均方和计算公式

回归平方
和 ESS 1

残差平方
和

RSS n-2

总平方和 TSS n-1
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∑ (Ŷ i − Ȳ i)2 = ∑ ŷ
2
i MSSESS ESS/dfESS = β̂

2

2 ∑x2
i

∑ (Yi − Ŷ i)
2 = ∑ e2

i
MSSRSS RSS/dfRSS =

∑ e2
i

n−2

∑ (Yi − Ȳ i)
2 = ∑ y2

i MSSTSS TSS/dfTSS =
∑ y2

i

n−1
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方差分解（ANOVA）：双变量分解表方差分解（ANOVA）：双变量分解表



多元回归模型下：

步骤1：给出模型，并提出假设：

一元回归模型下：
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Yi = β1 + β2Xi + ui

H0 : β2 = 0; H1 : β2 ≠ 0

Yi = β1 + β2X2i + β3X3i + ⋯ + βkXki + ui

H0 : β2 = β3 = ⋯ = βk = 0; H1 : not all βj = 0, j ∈ 2, 3, ⋯ , k
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模型整体显著性检验：F检验模型整体显著性检验：F检验



步骤2：构造合适的检验统计量
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χ2
1 = ( )

2

=
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2

= ← χ2
1 ∼ χ2(1)

β̂2 − β2

σ
β̂2

β̂2 − β2

√σ2/∑x2
i

(β̂2 − β2)
2
∑x2

i

σ2

χ2
2 = (n − 2) = ← χ2

2 ∼ χ2(n − 2)
σ̂2

σ2

∑ e2
i

σ2

F = =

⎛
⎜ ⎜
⎝

⎞
⎟ ⎟
⎠

/ ( ) =

F ∼ F(1,n − 2)

χ2
1/1

χ2
2/n − 2

(β̂2 − β2)
2
∑x2

i

σ2

∑ e2
i

(n − 2)σ2

(β̂2 − β2)
2
∑x2

i

∑ e2
i /(n − 2)
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模型整体显著性检验：F检验模型整体显著性检验：F检验



步骤3：基于原假设 计算出样本统计量。
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H0

F ∗ = ← H0 : β2 = 0

=

= = =

(β̂2 − β2)
2
∑x2

i

∑ e2
i /(n − 2)

β̂
2

2 ∑x2
i

∑ e2
i /(n − 2)

ESS/dfESS
RSS/dfRSS

MSSESS

MSSRSS

β̂
2

2 ∑x2
i

σ̂2
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模型整体显著性检验：F检验模型整体显著性检验：F检验



步骤4：给定显著性水平 下，查出统计量的理论分布值。 

步骤5：得到显著性检验的判断结论。

若 ，则 模型整体显著性的F检验结果显著。换言之，在显

著性水平 下，应显著地拒绝原假设 ，接受备择假设 ，认为斜率

参数 。

若 ，则 模型整体显著性的F检验结果不显著。换言之，在

显著性水平 下，不能显著地拒绝原假设 ，只能暂时接受原假设 

，认为斜率参数 。
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α = 0.05 F1−α(1,n − 2)

F ∗ > F1−α(1,n − 2)

α = 0.05 H0 H1

β2 ≠ 0

F ∗ < F1−α(1,n − 2)

α = 0.05 H0 H0

β2 = 0
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模型整体显著性检验：F检验模型整体显著性检验：F检验



F检验与t检验的联系：

在一元回归模型中，t检验与F检验的结论总是一致的。

对于检验斜率参数 的显著性，两者可相互替代！在一元回归分析中，若假设 

，则 

F检验与t检验的不同：

检验目的不同。F检验是检验模型的整体显著性；t检验是检验各个回归参数的显著

性。

假设的提出不同：

F检验：斜率系数联合假设 

t检验：回归系数分别假设 

检验原理的不同：F检验需要构造F统计量；t检验需要构造t统计量
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β2

H0 : β2 = 0 F ∗ ≃ (t∗)2

H0 : β2 = 0; H1 : β2 ≠ 0

H0 : βi = 0; H1 : βi ≠ 0; i ∈ 1, 2
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模型整体显著性检验：比较模型整体显著性检验：比较



根据前述理论计算公式，可以算出具体的ANOVA分析表：

教育程度与时均工资案例的ANOVA分析表
变异来源 平方和SS 自由度df 均方和MSS

回归平方和ESS 95.4 1 95.42

残差平方和RSS 9.7 11 0.88

总平方和TSS 105.1 12 7.09
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（案例）教育程度与时均工资：计算ANOVA表（案例）教育程度与时均工资：计算ANOVA表



步骤1：给出模型 ，提出假设： 

步骤2：构造合适检验的分布：

步骤3：基于原假设 ，可以计算出样本统计量。
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Yi = β1 + β2Xi + ui H0 : β2 = 0; H1 : β2 ≠ 0

F = ← F ∼ F(1,n − 2)
(β̂2 − β2)

2
∑x2

i

∑ e2
i /(n − 2)

H0 : β2 = 0

F ∗ = = = = = 108.2924
β̂

2

2 ∑x2
i

∑ e2
i /(n − 2)

ESS/dfESS
RSS/dfRSS

MSSESS

MSSRSS

95.4253

0.8812
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（案例）教育程度与时均工资：F检验（案例）教育程度与时均工资：F检验



步骤4：给定 下，查出F理论值  4.8443

步骤5：得到显著性检验的判断结论。因为  108.2924 大于 

4.8443，所以模型整体显著性的F检验结果显著。换言之，在显著性水平 

下，应显著地拒绝原假设 ，接受备择假设 ，认为斜率参数 。
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α = 0.05 F1−α(1,n − 2) = F0.95(1, 11) =

F ∗ = F0.95(1, 11) =

α = 0.05

H0 H1 β2 ≠ 0
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（案例）教育程度与时均工资：F检验（案例）教育程度与时均工资：F检验
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本节结束本节结束
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5.5 拟合优度与残差分析5.5 拟合优度与残差分析
拟合优度拟合优度

残差分析残差分析



怎么来判定OLS方法对特定样本数据拟合的好坏？

请大家思考如下几个问题：

样本数据不完全落在拟合的直线（或曲线）上，是经常发生的么？

怎么来表达或测量这种对样本数据拟合的不完全性？

在OLS方法和CLRM假设“双剑合璧”下，对特定样本数据的拟合不是已经证明最好的

么（BLUE）？为什么还要说“拟合”有“好坏之分”？
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拟合优度：引子拟合优度：引子



拟合优度（Goodness of fit）：度量样本回归线对一组数据拟合优劣水平。

判定系数（coefficient of determination）：一种利用平方和分解，考察样本

回归线对数据拟合效果的总度量。

一元回归中，一般记为 ；

多元回归中，一般记为 。
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r2

R2
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拟合优度：测量指标拟合优度：测量指标



维恩图看拟合优度
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（示例）拟合优度的直观理解（示例）拟合优度的直观理解



平方和分解看拟合优度
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拟合优度：测量指标拟合优度：测量指标



基于前述的方差分解ANOVA表，我们可以用如下公式计算判定系数。

判定系数 计算公式1：

判定系数 计算公式2：
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r2

r2 = =
ESS

TSS

∑ (Ŷ i − Ȳ )2

∑ (Yi − Ȳ )2

r2

r2 = 1 − = 1 −
RSS

TSS

∑ e2
i

∑ (Yi − Ȳ )2
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拟合优度：判定系数拟合优度：判定系数



判定系数 计算公式3：

判定系数 计算公式4：

课堂讨论：

讨论1： 是一个非负量。为什么？

讨论2： ，两个端值分别意味什么？

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.5 拟合优度与残差分析

r2

r2 = = = = β̂
2

2 = β̂
2

2

ESS

TSS

∑ ŷ
2
i

∑ y2
i

∑ (β̂2xi)
2

∑ y2
i

∑x2
i

∑ y2
i

S2
Xi

S2
Yi

r2

r2 = β̂
2

2 ⋅ = ( )
2

⋅ ( ) =
∑x2

i

∑ y2
i

∑xiyi

∑x2
i

∑x2
i

∑ y2
i

(∑xiyi)2

∑x2
i ∑ y2

i

r2

0 ≤ r2 ≤ 1
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拟合优度：判定系数拟合优度：判定系数



判定系数与简单相关系数有什么区别与联系？

总体相关系数：是变量 与变量 总体相关关系的参数，一般记为 。

样本相关系数：是从总体中抽取随机样本，获得变量 与变量 样本相关关系

的统计量度量，一般记为 。
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Xi Yi ρ

ρ = =
Cov(X,Y )

√V ar(Xi)V ar(Yi)

E(Xi − EX)(Yi − EY )

√E(Xi − EX)2E(Yi − EY )2

Xi Yi

r

r = = =
S2
XY

SX ∗ SY

∑ (Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

√∑ (Xi − X̄)2 ∑ (Yi − Ȳ )2

∑xiyi

√∑x2
i ∑ y2

i

192 / 252

拟合优度：判定系数VS简单相关系数拟合优度：判定系数VS简单相关系数



判定系数和简单相关系数的联系:

在一元回归中，判定系数 等于样本相关系数 的平方。

判定系数和简单相关系数的区别：

判定系数 表明因变量变异由解释变量所解释的比例，而相关系数 只能表明变量

间的线性关联强度。

在多元回归中，这种区别会更加凸显！因为那时的相关系数r出现了偏相关的情形(交

互关联)！
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r2 r

r2 r
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拟合优度：判定系数VS简单相关系数拟合优度：判定系数VS简单相关系数



对于“教育程度与时均工资案例”，根据FF-ff计算表和方差分解ANOVA表，可以

分别计算得到样本相关系数和模型判定系数。

样本相关系数 ：

回归方程的判定系数 ：

二者关系
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r

r = = = 0.9528
S2
XY

SX ∗ SY

10.9821

3.8944 ∗ 2.9597

r2

r2 = 1 − = 1 − = 0.9078
RSS

TSS

9.693

105.1183
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（案例）计算相关系数和判定系数（案例）计算相关系数和判定系数



内容小结：

即使采用OLS方法，它对样本数据的拟合也是不完全的。意味着实际数据点在样本回

归线附近，而不是在样本回归线上。我们可以把样本点行为的“变异”，划分为“回

归”能解释的部分和“随机”的部分。并进一步获得变异平方和的分解。

判定系数 是对OLS拟合程度的测量，它使用了变异平方和分解的思想。在一元线

性回归（含截距）中，判定系数与相关系数存在如下关系 。注意，在多

元回归中则不存在这种关系。

问题思考：

OLS方法的参数估计量，在CLRM假设满足情况下，就是最优线性无偏估计量

（BLUE），为什么还要用判定系数来判断“拟合好还是不好？”。对此，你的回答是

什么？

还有没有其他指标，来反映估计方法对样本数据的拟合好坏程度？请说出一两个。
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R2

R2 = r2
(Xi,Yi)
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拟合优度：小结与思考拟合优度：小结与思考



残差(residual)：是因变量的观测值与根据估计的回归方程求出的估计值之差，

用 表示。

对模型的残差进行分析，主要目的包括：

反映用估计的回归方程去预测而引起的误差。

可用于确定有关随机干扰项 的假定是否成立。

用于检测有影响的观测值。
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ei

ei = Yi − Ŷi

μi
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残差分析：定义和作用残差分析：定义和作用



标准化残差(standardized residual)：是对残差进行某种标准化变换。具体计

算方法有皮尔逊标准化残差和学生化标准残差两种。

最常用的皮尔逊标准化残差（Pearson residual/internally studentized

residuals）的计算公式如下：
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e∗
i,sd = =

ei

sei

(Yi − Ŷi)

√∑ (ei−ē)2

n−1
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残差分析：皮尔逊标准化残差残差分析：皮尔逊标准化残差



学生化标准残差（Studentized Residuals/externally studentized

residual/deleted Studentized residual/semi-studentized

residuals/jackknifed residuals），是对残差的另一种特殊标准化变换（例如

考虑到了X的影响力）。
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残差分析：学生化标准化残差残差分析：学生化标准化残差



学生化标准残差的计算公式有两个 ：

其中： 是指删除第 个观测值进行建模的均方误差（MSE）； 指删除第 

个观测值进行建模的第 个影响权重（leverage）。 为回归元个数。
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*

e∗
i,st =

e∗
i,st = e∗

i,sd( )
2

(eq.01)

(eq.02)

ei

√MSE(i)(1 − hii)

n − m − 2

n − m − 1 − e∗2
i,sd

MSE(i) i hii i

i m = k − 1

说明： 1）学生化残差的第一个计算公式计算起来比较麻烦和复杂。需要分别进行(n-1)次线性回归，然后依次计算相关 
和 。2）学生化残差的第二个计算公式相对简单，只需要利用原来的回归模型及其标准化残差 。MSE(i) hii e∗

i,sd
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残差分析：学生化标准化残差残差分析：学生化标准化残差



残差图(residual plot)：用于呈现残差数据 的分布情况的统计图图形，主要

包括：

关于 的残差散点图。

关于 的残差散点图（或者关于 ）。

关于样本序号的残差散点图或标准化残差散点图。
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ei

Xi

Yi Ŷi
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残差分析：残差图残差分析：残差图
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（示例）残差图的模拟演示（示例）残差图的模拟演示



obs ` ` ` ` ` ` ` ` ` `

1 6 4.5 4.3 0.1266 0.1408

2 7 5.8 5.0 0.7158 0.7964

3 8 6.0 5.8 0.2004 0.2230

4 9 7.3 6.5 0.8293 0.9227

5 10 7.3 7.2 0.0917 0.1020

6 11 6.6 8.0 -1.3662 -1.5201

7 12 7.8 8.7 -0.8565 -0.9530

8 13 7.8 9.4 -1.5637 -1.7399

9 14 11.0 10.1 0.8994 1.0007

10 15 10.7 10.8 -0.1732 -0.1927

11 16 10.8 11.6 -0.7350 -0.8178

12 17 13.6 12.3 1.3198 1.4685

13 18 13.5 13.0 0.5117 0.5694

sum 156 112.8 112.8 0.0000 -0.0000

根据样本回归方程，可以计算得

到 的回归拟合值 ，以及回

归残差 。

进一步地计算得到皮尔逊标准化

残差 ：
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Xi Yi Ŷ i ei e∗
i,sd

Yi Ŷ i

ei

Ŷ i = β̂1 + β̂2Xi

ei = Yi − Ŷ i

e∗
i,sd

e∗
i,sd = =

ei

sei

(Yi − Ŷi)

√∑ (ei−ē)2

n−1
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（案例）皮尔逊标准化残差（案例）皮尔逊标准化残差



obs
`

`
` ` ` ` ` ` ` ` ` `

1 6 4.5 4.3 0.1266 0.1408 0.1511

2 7 5.8 5.0 0.7158 0.7964 0.8493

3 8 6.0 5.8 0.2004 0.2230 0.2233

4 9 7.3 6.5 0.8293 0.9227 0.9402

5 10 7.3 7.2 0.0917 0.1020 0.0982

6 11 6.6 8.0 -1.3662 -1.5201 -1.6297

7 12 7.8 8.7 -0.8565 -0.9530 -0.9451

8 13 7.8 9.4 -1.5637 -1.7399 -1.9472

9 14 11.0 10.1 0.8994 1.0007 1.0103

10 15 10.7 10.8 -0.1732 -0.1927 -0.1885

11 16 10.8 11.6 -0.7350 -0.8178 -0.8456

12 17 13.6 12.3 1.3198 1.4685 1.7221

13 18 13.5 13.0 0.5117 0.5694 0.6220

sum 156 112.8 112.8 0.0000 -0.0000 0.0601

根据样本回归方程，可以计算得到 

的回归拟合值 ，以及回归残差 

，以及前述皮尔逊标准化残差 

。

进而可以使用如下公式计算得到学生

化标准残差 ：
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Xi Yi Ŷ i ei e∗
i,sd e∗

i,st
Yi Ŷ i

ei e∗
i,sd

e∗
i,st

e∗
i,st = e∗

i,sd( )
2

n − m − 2

n − m − 1 − e∗2
i,sd
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（案例）学生化标准残差（案例）学生化标准残差



残差对样本编号作图
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（案例）皮尔逊标准化残差散点图1（案例）皮尔逊标准化残差散点图1



残差对自变量X作图
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（案例）皮尔逊标准化残差散点图2（案例）皮尔逊标准化残差散点图2



残差对因变量Y作图
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（案例）皮尔逊标准化残差散点图3（案例）皮尔逊标准化残差散点图3



标准化残差对样本编号作图
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（案例）皮尔逊标准化残差散点图4（案例）皮尔逊标准化残差散点图4
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本节结束本节结束
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5.6 回归预测分析5.6 回归预测分析
回归预测回归预测

均值预测均值预测

个值预测个值预测

置信带置信带



预测未来事件的一些惯常说法

算命术士：

“客官印堂发黑，明日必有凶象!”

天气预报播报词：

预测西安明天是小雨，概率为95%。

预测西安明天是小雨转阴，概率为95%。

预测西安明天是天晴或阴天或雨天，概率为100%！

简要解析：

人们在预测什么事件？

预测多少个事件？它们发生的关系？

预测如何令人信服？
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回归预测：引子回归预测：引子



一元回归模型下：

预测什么？

均值预测(mean prediction)：

给定 ，预测Y的条件均值 

个值预测(individual prediction)：

给定 ，预测对应于 的Y的个别值 
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Yi = β1 + β2Xi + ui

X0 E(Y |X = X0)

X0 X0 (Y0|X0)
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回归预测：两类预测回归预测：两类预测
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（示例）样本内预测（示例）样本内预测
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（示例）样本外预测（示例）样本外预测
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（示例）均值预测（示例）均值预测
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（示例）个值预测（示例）个值预测



工资案例中，给定 ，则可以得到样本外拟合值：

拿什么来预测？——样本数据？样本回归线？样本拟合值？

样本外拟合值 ：

可以证明：样本外拟合值 是均值 的一个BLUE

也可以证明：样本外拟合值 是个值 的一个BLUE
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Ŷ 0|X = X0

Ŷ 0|X = X0 E(Y |X = X0)

Ŷ 0|X = X0 (Y0|X = X0)

X0 = 20

Ŷ 0 = β̂1 + β̂2X0

= −0.01 + 0.72 × 20
= 14.4675
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回归预测：预测分析的关键回归预测：预测分析的关键
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回归预测：预测分析的关键回归预测：预测分析的关键



在N-CLRM假设和OLS方法下，可以证明（证明过程略）给定 下的拟合值 服

从如下正态分布：
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X0 Ŷ 0

Ŷ 0 ∼ N(μŶ 0
,σ2

Ŷ 0
)

μ
Ŷ 0

= E (Ŷ 0) = E (β̂1 + β̂2X0) = β1 + β2X0 = E(Y |X0)

var(Ŷ 0) = σ2
Ŷ 0

= σ2
⎡
⎢ ⎢
⎣

+

⎤
⎥ ⎥
⎦

1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i

Ŷ 0 ∼ N

⎛
⎜ ⎜
⎝
E(Y |X0),σ2

⎡
⎢ ⎢
⎣

+
⎤
⎥ ⎥
⎦

⎞
⎟ ⎟
⎠

1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i
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均值预测均值预测



对 构造t统计量：

得到均值 置信区间为：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.6 回归预测分析

Ŷ 0

T = ∼ t(n − 2) ⇐ S
Ŷ 0

=

   
⎷

σ̂2
⎡
⎢ ⎢
⎣

+
⎤
⎥ ⎥
⎦

Ŷ 0 − E(Y|X0)

S
Ŷ 0

1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i

E(Y |X = X0)

Pr[Ŷ 0 − t1−α/2(n − 2) ⋅ S
Ŷ 0

≤ E(Y |X0) ≤ Ŷ 0 + t1−α/2(n − 2) ⋅ S
Ŷ 0
] = 1 − α

Pr[β̂ + β̂2X0 − t1−α/2(n − 2) ⋅ S
Ŷ 0

≤ E(Y |X0) ≤ β̂ + β̂2X0 + t1−α/2(n − 2) ⋅ S
Ŷ 0
] = 1 − α
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均值预测均值预测



给定  20时，根据早前计算结果：  0.8812；  12.0000； 

 182.0000。因此可以得到：

因此，可以计算得到均值 置信区间为：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.6 回归预测分析

X0 = σ̂2 = X̄ =

∑x2
i =

S2
Ŷ 0

= σ̂
2

⎡
⎢ ⎢
⎣

+
⎤
⎥ ⎥
⎦

= 0.8812( + ) = 0.3776; S
Ŷ 0

= √S2
Ŷ 0

= 0.6145
1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i

1

13

(20 − 12)2

182

Ŷ 0 = β̂1 + β̂2X0 = −0.0145 + 0.7241 ∗ 20 = 14.4675

E(Y |X = 20)

β̂ + β̂2X0 − t1−α/2(n − 2) ⋅ S
Ŷ 0

≤E(Y |X0) ≤ β̂ + β̂2X0 + t1−α/2(n − 2) ⋅ S
Ŷ 0

14.4675 − 1.7959 ∗ 0.6145 ≤E(Y |X0 = 20) ≤ 14.4675 + 1.7959 ∗ 0.6145

13.3639 ≤E(Y |X0 = 20) ≤ 15.5711
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（案例）教育程度和时均工资：均值预测（案例）教育程度和时均工资：均值预测
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（案例）教育程度和时均工资：均值预测（案例）教育程度和时均工资：均值预测



在N-CLRM假设和OLS方法下，可以证明（证明过程略）给定 下的个别值 

服从如下正态分布：
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X0

Y0 = β1 + β2X0 + u0

Y0 ∼ N(μY0 ,σ
2
Y0
)

μY0 = E (Y0) = E (β1 + β2X0) = β1 + β2X0

V ar(Y0) = V ar(u0) = σ2

Y0 ∼ N (β1 + β2X0,σ2)
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个值预测个值预测



进一步可以构造新的随机变量 ，其将服从如下正态分布：
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(Y0 − Ŷ 0)

Y0 ∼ N (β1 + β2X0,σ2)

Ŷ 0 ∼ N

⎛
⎜ ⎜
⎝
β1 + β2X0,σ2

⎡
⎢ ⎢
⎣

+

⎤
⎥ ⎥
⎦

⎞
⎟ ⎟
⎠

1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i

Y0 − Ŷ 0 ∼ N

⎛
⎜ ⎜
⎝

0,σ2
⎡
⎢ ⎢
⎣

1 + +
⎤
⎥ ⎥
⎦

⎞
⎟ ⎟
⎠

Y0 − Ŷ 0 ∼ N (0,σ2
Y0−Ŷ 0

)

1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i
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个值预测个值预测



对 构造t统计量：

得到个值 置信区间为：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.6 回归预测分析

Y0 − Ŷ 0

T = ∼ t(n − 2) ⇐ S(Y0−Ŷ 0) =

   
⎷

σ̂2
⎡
⎢ ⎢
⎣

1 + +
⎤
⎥ ⎥
⎦

(Y0 − Ŷ 0)

S(Y0−Ŷ 0)

1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i

Y0

Pr[Ŷ 0 − t1−α/2(n − 2) ⋅ S(Y0−Ŷ 0) ≤ Y0 ≤ Ŷ 0 + t1−α/2(n − 2) ⋅ S(Y0−Ŷ 0)] = 1 − α

Pr[β̂ + β̂2X0 − t1−α/2(n − 2) ⋅ S(Y0−Ŷ 0) ≤ Y0 ≤ β̂ + β̂2X0 + t1−α/2(n − 2) ⋅ S(Y0−Ŷ 0)] = 1 − α
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个值预测个值预测



给定  20时，根据早前计算结果：  0.8812；  12.0000； 

 182.0000。因此可以得到：

因此，可以计算得到个值 置信区间为：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.6 回归预测分析

X0 = σ̂2 = X̄ =

∑x2
i =

S2
(Y0−Ŷ 0)

= σ̂
2

⎡
⎢ ⎢
⎣

1 + +
⎤
⎥ ⎥
⎦

= 0.8812(1 + + ) = 1.2588

S
Ŷ 0

= √S2
Ŷ 0

= 1.122

1

n

(X0 −
¯̄̄ ¯̄
X)

2

∑x2
i

1

13

(20 − 12)2

182

Ŷ 0 = β̂1 + β̂2X0 = −0.0145 + 0.7241 ∗ 20 = 14.4675

(Y0|X = 20)

β̂ + β̂2X0 − t1−α/2(n − 2) ⋅ S(Y0−Ŷ 0) ≤Y0|X = X0) ≤ β̂ + β̂2X0 + t1−α/2(n − 2) ⋅ S(Y0−Ŷ 0)

14.4675 − 1.7959 ∗ 1.122 ≤Y0|X0 = 20) ≤ 14.4675 + 1.7959 ∗ 1.122

12.4525 ≤Y0|X0 = 20) ≤ 16.4824
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（案例）教育程度和时均工资：个值预测（案例）教育程度和时均工资：个值预测
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（案例）教育程度和时均工资：个值预测（案例）教育程度和时均工资：个值预测



置信带(confidence interval)：对所有的X值，分别进行均值和个值分别进行预

测，就能得到：

均值预测的置信带——总体回归函数的置信带

个值预测的置信带

预测如何可信？

均值预测置信区间

均值预测置信带

样本内置信带。——检验可靠性

样本外置信带。——预测未来值范围
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置信带置信带
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置信带置信带
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置信带置信带



如何理解置信带？

谁更宽？——均值预测更准确

何处最窄？—— 中心点  (12,8.67)是历史信息的集中代表。
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(X̄, Ȳ ) =
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置信带置信带



内容总结：

回归预测基于一套坚实严密的“底座”：OLS估计方法、CLRM假设、BLUE估计性质

均值预测置信带和个值预测置信带，是对预测可信度的形象表达。

（同等条件下）均值预测比个值预测更准确（置信带宽窄）

课堂思考：

同样是95%置信度区间，两个人的认识是一样的么？

课后作业：工资与教育案例扩展

请计算置信度 下， 时均值的置信区间。 与 

时相比，有什么差异？

99%更值得可信么？
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100(1 − α) = 95% X0 = 20

100(1 − α) = 90%
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回归预测：总结与思考回归预测：总结与思考
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5.7 回归报告解读5.7 回归报告解读
方程表达式方程表达式

表格表达式表格表达式

统计软件统计软件



课程要求：会熟练、正确阅读统计软件给出的各类分析报告，理解其中的关键信

息和内涵。这些分析报告包括：传统的多元回归分析报告；以及各种计量检验的

辅助分析报告（如异方差white检验报告）等。

根据统计软件的不同（stata；Eview；R；Excel ……），各种分析报告呈现

形式略有差异，但基本要素和信息都大抵一致。

给定如下一元回归模型：

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.7 回归报告解读

Yi = β1 + β2Xi + ui
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回归分析的形式回归分析的形式



形式1：多行方程表达法（整理好的精炼报告）：根据统计软件的原始报告，选

取最关键的信息，经过整理并以多行样本回归方程（SRF）的形式呈现。例如：

第1行表示样本回归函数（回归系数）

第2行(t)表示回归系数对应的样本t统计量（ ）

第3行(se)表示回归系数对应的样本标准误差（ ）

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.7 回归报告解读

Ŷ = − 0.01 + 0.72X
(t) (−0.0165) (10.4065)

(se) (0.8746) (0.0696)

(fitness)R2 = 0.9078;R̄2 = 0.8994

F ∗ = 108.29;p = 0.0000

t∗
β̂ i

, i ∈ 1, 2, ⋯ , k

S
β̂ i

, i ∈ 1, 2, ⋯ , k
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回归分析的形式（多行方程表达法）回归分析的形式（多行方程表达法）



形式1：多行方程表达法（整理好的精炼报告）：根据统计软件的原始报告，选

取最关键的信息，经过整理并以多行样本回归方程（SRF）的形式呈现。例如：

第4行(fitness)表示回归模型拟合情况和统计检验的简要信息，其中 表

示判定系数， 表示调整判定系数，F表示模型整体显著性检验中的样本F

统计量值（ ）,p表示样本F统计量值对应的概率值。

huhuaping@    第05章 相关和回归分析                       5.7 回归报告解读

Ŷ = − 0.01 + 0.72X
(t) (−0.0165) (10.4065)

(se) (0.8746) (0.0696)

(fitness)R2 = 0.9078;R̄2 = 0.8994

F ∗ = 108.29;p = 0.0000

R2

R̄
2

F ∗
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回归分析的形式（多行方程表达法）回归分析的形式（多行方程表达法）



形式2：表格列示法（整理好的精炼报告）：根据统计软件的原始报告，往往是

选取最关键的信息，经过整理以表格形式呈现，表格列示法的形式呈现为：

表格列示法
term estimate std.error statistic p.value

(Intercept) -0.01 0.87 -0.02 0.99

X 0.72 0.07 10.41 0.00

第1列：term表示回归模型中包含的变量，也即 ，其中截距项默认

为(Intercept)。

第2列：estimate表示回归系数的估计值，也即 。

第3列：std.error表示回归系数对应的样本标准误差，也即 。

第4列：statistic表示回归系数对应的样本t统计量，也即 

第5列：p.value表示回归系数样本t统计量对应的概率值，也即 
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X2i,X3i, ⋯ ,Xki

β̂1, β̂2, ⋯ , β̂k

S
β̂ i

, i ∈ 1, 2, ⋯ , k

t∗
β̂ i

, i ∈ 1, 2, ⋯ , k

Pr(t = t∗
β̂ i

) = p
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回归分析的形式（表格列示法）回归分析的形式（表格列示法）



形式3：原始报告：分析软件如EViews、R、STATA、Excel等直接自动生成的

多元回归分析报告。Excel软件原始分析报告形式如下：
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（示例）Excel软件原始报告：全貌（示例）Excel软件原始报告：全貌



Excel回归分析的参数估计结果
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（示例）Excel软件原始报告：参数估计（示例）Excel软件原始报告：参数估计



Excel回归分析的拟合优度
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（示例）Excel软件原始报告：拟合优度（示例）Excel软件原始报告：拟合优度



Excel回归分析的ANOVA表结果
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（示例）Excel软件原始报告：方差分解（示例）Excel软件原始报告：方差分解



Excel回归分析的预测和残差结果
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（示例）Excel软件原始报告：残差表（示例）Excel软件原始报告：残差表



Excel回归分析的残差图
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（示例）Excel软件原始报告：残差图（示例）Excel软件原始报告：残差图
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（示例）Excel软件操作步骤：配置数据分析模块（示例）Excel软件操作步骤：配置数据分析模块
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（示例）Excel软件操作步骤：回归分析的操作步骤（示例）Excel软件操作步骤：回归分析的操作步骤



Dependent Variable: Y：因变量

Method: Least Squares：分析方

法

Date: 03/09/19 Time: 10:55：分

析的时间

Sample: 1 13：样本范围

Included observations: 13：样

本数n

形式3：原始报告：分析软件如EViews、R、STATA等直接自动生成的多元回归

分析报告。EViews软件原始分析报告形式如下：抬头区域
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回归分析的形式（EViews软件原始报告）回归分析的形式（EViews软件原始报告）



第1列：Variable表示模型包含的变

量， ，其中截距项

默认为C。

第2列：Coefficient回归系数，也

即 ；

第3列：Std. Error回归系数的样本

标准误差，也即也即 

。

第4列：t-Statistic表示回归系数

对应的样本t统计量，也即 

；

形式3：原始报告：分析软件如EViews、R、STATA等直接自动生成的多元回归

分析报告。EViews软件原始分析报告形式如下：三线表区域
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R-squared：回归模型判定系数 

。

Adjusted R-squared：回归模型调

整判定系数 。

S.E. of regression：回归模型的

回归误差标准差 。

Sum squared resid：回归模型的残

差平方和RSS 。

Log likelihood：回归模型的对数

似然值。

形式3：原始报告：分析软件如EViews、R、STATA等直接自动生成的多元回归

分析报告。EViews软件原始分析报告形式如下：指标值区域（左）
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回归分析的形式（EViews软件原始报告）回归分析的形式（EViews软件原始报告）



Mean dependent var：Y的均值 

。

S.D. dependent var：Y的样本标

准差 。

Akaike info criterion：回归模

型的AIC信息准则。

Schwarz criterion：回归模型的

Schwarz准则。

Hannan-Quinn criter.：回归模型

的Hannan-Quinn准则。

形式3：原始报告：分析软件如EViews、R、STATA等直接自动生成的多元回归

分析报告。EViews软件原始分析报告形式如下：指标值区域（右）
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回归分析的形式（EViews软件原始报告）回归分析的形式（EViews软件原始报告）



形式4：原始报告：分析软件如EViews、R、STATA等直接自动生成的多元回归

分析报告。R软件原始分析报告形式如下：

Call:
lm(formula = mod_wage, data = data_wage)

Residuals:
   Min     1Q Median     3Q    Max 
-1.564 -0.735  0.127  0.716  1.320 

Coefficients:
            Estimate Std. Error t value  Pr(>|t|)    
(Intercept)  -0.0145     0.8746   -0.02      0.99    
X             0.7241     0.0696   10.41 0.0000005 ***
---
Signif. codes:  0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.94 on 11 degrees of freedom
Multiple R-squared:  0.908,    Adjusted R-squared:  0.899 
F-statistic:  108 on 1 and 11 DF,  p-value: 0.000000496
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回归分析的形式（R软件原始报告）回归分析的形式（R软件原始报告）
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